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Resumen

Se reporta la reflexion sobre el disefio de un taller, el cual se encuentra dirigido a profesores de matematica de
educacion secundaria, cuyo objetivo es introducir a los participantes en la modelizacion matematica desde un
enfoque didactico-cognitivo. Para ello, se consideran como referentes teodricos, por una parte, el ciclo de
modelizacion desde una perspectiva cognitiva y, por otra, las herramientas propuestas por el Enfoque Onto-
Semiotico para el anlisis de la actividad matematica. La estructura del taller permite que los participantes pongan
de manifiesto sus concepciones sobre el tema, resuelvan problemas ad-hoc a las fases de este ciclo, y que asuman
un rol —tanto de estudiantes como de profesores— al momento de abordar la modelizacion en el aula, pudiendo
analizar la actividad matematica que subyace a este proceso. Finalmente, se comentan algunas experiencias previas
de implementacion de este taller (en su formato extendido) con profesores en distintos niveles de formacion, ademas
de reflexionar sobre sus implicancias en la ensefianza.

Palabras clave: formacion de profesores, enfoque onto-semiotico, modelizacidn matematica.
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Abstract

This paper reports a reflection on the design of a workshop, addressed to secondary school mathematics teachers,
which is aimed at introducing participants to mathematical modeling from a didactic-cognitive approach. So, the
modeling cycle from a cognitive perspective and the tools provided by the Onto-Semiotic Approach for the analysis
of mathematical activity, are considered as theoretical reference. The structure of this workshop allows participants
to reveal their conceptions on the topic, to solve ad-hoc problems according to the phases of this cycle, and to
assume a role —of both students and teachers— when addressing modeling in the classroom, being able to analyze
the mathematical activity that underlies this process. Finally, some previous experiences of implementing this
workshop (in its extended format) with teachers at different levels of academic training are discussed, in addition
to reflecting on its implications in teaching.

Key words: mathematical modeling, onto-semiotic approach, teachers’ training.
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Introduccion

Actualmente, existe un amplio consenso a nivel internacional sobre la importancia de incluir la modelizacion
matematica en los curriculos de todos los niveles educativos escolares, y en el desarrollo de las competencias
asociadas a este proceso (Kaiser, 2020), asi como también en la formacion de profesores. En la literatura
especializada en el campo de la Didactica de la Matematica, se ha reportado que el trabajo con modelizacion trae
consigo una serie de beneficios, como ayudar a los estudiantes en la mejora de su entendimiento del mundo, dar
soporte al aprendizaje de la matematica (motivacion, formacion de conceptos, mejora en la comprension y
retencion), contribuir al desarrollo de varias competencias matematicas y actitudes apropiadas, propiciar una imagen
adecuada de esta disciplina, entre otras (Blum, 2011).

No obstante, en lo que no se ha llegado a un acuerdo transversal, es en como hacer concretamente dicha
incorporacion en el curriculo escolar, ya que —ademas de la problematica que plantean algunos estudios sobre el
desconocimiento de algunos profesores para implementar la modelizacion en el aula (véase Aparisi y Pochulu,
2013; MaaB y Gurlitt, 2010, entre otros)— no hay consenso en cuanto a los objetivos del proceso y a la justificacion
teorica en el disefio e implementacion de su ensefianza, ello derivado de la diversidad de enfoques que se han
propuesto en torno a la modelizacion matematica (Borromeo, 2013).

Con base en lo antes planteado, se disefia este taller para introducir a los profesores del nivel secundario en la
modelizacion matematica desde un enfoque didactico-cognitivo, cuya importancia reside en que los participantes
trabajaran distintas actividades, siguiendo una dinamica activo-participativa, que les permitira asumir un rol —tanto
de estudiantes como de profesores— al momento de abordar la modelizacion matematica en el aula.

A continuacion, se describe la estructura de este trabajo: después de esta introduccion, se presenta el fundamento
tedrico sobre el que se cimenta esta propuesta; luego, se describe la estructura del taller y se presenta un extracto
del analisis de la actividad matematica de modelizacion; finalmente, se comentan algunas experiencias previas de
implementacion de esta propuesta (en su formato extendido) con profesores en distintos niveles de formacion,
ademas de reflexionar sobre sus implicancias en la ensefianza.

Fundamento teorico

En términos generales, el proceso de modelizacion es entendido como un pasaje sistémico entre el mundo real y el
matematico, para asi dar solucion a una situacion-problema de la realidad. Si bien se han disefiado diferentes ciclos
para explicar este proceso (Borromeo, 2006), y han emergido distintas perspectivas sobre su implementacion
(Abassian, Safi, Bush y Bostic, 2020), existe un claro consenso en que su inclusion curricular es necesaria para
mejorar el aprendizaje de la matematica.

Este taller considera como referente tedrico el ciclo de modelizacion desde una perspectiva cognitiva (ver Figura
1), propuesto por Borromeo (2018). La eleccion de este ciclo en particular, se justifica en el alto impacto que tiene
en estos momentos dentro de la comunidad académica interesada en la investigacion sobre modelizacion en el
ambito educativo.
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Figura 1. Ciclo de modelizacion matematica desde una perspectiva cognitiva.
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Fuente: Traducido desde Borromeo (2018, p. 15)

Para explicar este ciclo, se utiliza como ejemplo el problema EI Puerto de Hamburgo que se presenta en la Figura
2.

Figura 2. Problema de modelizacion El Puerto de Hamburgo.

El Puerto de Hamburgo

En 2007, se enviaron 9,9 millones de

contenedores a través del puerto de Hamburgo.

Esto lo convierte en el noveno puerto mas grande

del mundo. En 365 dias sélo se colocan dos o

tres contenedores en el lugar equivocado.

Entonces comienza la busqueda. El trabajador

portuario que encuentra el contenedor tiene un

~ dia libre. Por cierto: nunca se ha perdido ningun
: contenedor en Hamburgo.

: £ Texto original de un boletin de seguros: AOK

Rheinland/Hamburg No.2/2008.

¢ Qué tamario tiene el area para el transbordo de

los contenedores?

Fuente: Adaptado desde Borromeo (2018, p. 44).

Al leer el enunciado, se pueden observar ciertas caracteristicas que lo sitian como un problema de modelizacion
matematica. La informacion que se presenta no incluye muchos datos relevantes para responder la pregunta que se
plantea, lo que hace que el enunciado sea abierto y, al mismo tiempo, hace que la situacion a resolver sea compleja.
Ademas, el contexto en que se situa el enunciado es realista, pues considera elementos del mundo real (el puerto,
los contenedores, la ciudad de Hamburgo) y es consistente con un hecho que ocurre en la realidad, atribuyéndole el
caracter de auténtico. Bajo estas condiciones, la tarea es claramente un problema que, ademas, puede ser
solucionable mediante un ciclo de modelizacion.
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Al asignar este problema al estudiante, éste se encuentra con una situacion real que debe comprender para formar
una representacion mental de la situacion. En el transito a simplificar la situacion, pueden emerger preguntas como:
Jqué tamario tienen los contenedores?, jcomo se acomodan?, ;jcuantos se transportan diariamente?, etc. Estas
preguntas pueden guiarle a una serie de simplificaciones, derivadas de su conocimiento extra-matemdtico
(experiencias, estimaciones, imagenes mentales), para asi construir un modelo real de la situacion inicial en que,
por ejemplo, puede estimar que el drea ocupada por cada lote de contenedores es de 30 m?, que se apilan cinco en
cada espacio, y que estan en promedio cuatro dias antes de ser retirados del puerto. Con estas consideraciones, el
transito del mundo real hacia el matematico (matematizacion) hace que emerja un modelo matemadtico, en que una
serie de operaciones aritméticas pueden llevar a la obtencion de resultados matemadticos que, al ser interpretados en
la realidad del problema, permiten la obtencion de resultados reales, y cuya validacion es posible, por ejemplo, via
internet (una descripcion mas detallada de la resolucion de este problema se encuentra en Borromeo, 2018, pp. 45-
46).

Este ciclo se enmarca dentro de la perspectiva realista de modelizacion, cuyo foco se centra principalmente en el
desarrollo de la competencia en modelizacién matemdtica (Abassian et al., 2020). Esta se define, en términos de
Niss y Hejgaard (2019), como el ser capaz de trabajar (construir, analizar criticamente, evaluar) con modelos
matematicos y tomar en cuenta los elementos del dominio extra-matematico, conforme se concretan las fases del
ciclo de modelizacion. Esta competencia se lleva a cabo a través de distintas subcompetencias de modelizacion
(numeradas en la parte derecha de la Figura 1), que posibilitan el transito entre las fases del ciclo (véase Maal3,
2000).

Junto con el proceso de modelizacion, se consideran las herramientas que propone el Enfoque Onto-Semidtico
(EOS) (Godino, Batanero y Font, 2007, 2019) para el analisis de la actividad matematica que subyace al proceso de
modelizacion. En una propuesta tedrico-reflexiva desarrollada con anterioridad (véase Ledezma, Font y Sala,
2021b), se ponen en juego estas herramientas, de modo tal que se precisan y desvelan elementos explicitos
(practicas y objetos matematicos, procesos) e implicitos (normas epistémicas) que permiten ilustrar con detalles la
estructura y funcionamiento de las fases del ciclo de modelizacion matematica desde una perspectiva cognitiva. En
términos del EOS, se define como prdctica matemadtica a “cualquier accion o manifestacion (lingiiistica o de otro
tipo) llevada a cabo por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar la solucién a otras personas, asi
como para validar y generalizar esa solucion a otros contextos y problemas” (Godino y Batanero, 1998, p. 182,
traduccion de los autores). Mientras que se consideran seis tipos de objefos matematicos primarios: 1) elementos
lingiiisticos (términos, expresiones, graficos, etc.), 2) situaciones-problemas, 3) conceptos-definiciones, 4)
proposiciones, 5) argumentos, y 6) procedimientos. En el apartado siguiente, se presenta un fragmento del anélisis
realizado en que se ponen en juego estos elementos.

En el EOS, la modelizacion matematica es considerada como un hiper o mega proceso (Godino et al., 2007), puesto
que implica otros procesos mas elementales (representacion, argumentacion, idealizacion, etc.), y su potenciacion
en el aula se considera un aspecto que mejora la idoneidad del proceso de instruccion (Ledezma, Font y Sala, 2021a;
Sala, Font, Giménez y Barquero, 2017).

Descripcion del taller y disefios didacticos
El taller que aqui se reporta corresponde a la adaptacion de una experiencia previamente implementada (descrita en

el apartado siguiente) y que, por razones de disponibilidad de tiempo, se ha estructurado de la forma que se presenta
en la Tabla 2.
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Tabla 2. Descripcion de las actividades del taller por sesiones.

Actividades

— Presentacion del taller, sus expositores y la dinamica de trabajo.

— Resolucion del problema de modelizacion Pilas de alfalfa (ver
Primera  Figura).

— Analisis del problema con las herramientas del EOS.

— Analisis del problema desde el ciclo de modelizacion.

— Continuacion de la resolucion y analisis de problemas de modelizacion.

e Reflexion sobre las actividades implementadas y su aplicabilidad en el aula.

Elaboracion propia.

Como se muestra en la tabla anterior, el primer problema de modelizacion que se plantea a los participantes es el
de las Pilas de alfalfa (ver Figura 3), en el que se solicita calcular la altura de una montana de pilas de alfalfa a
través de una imagen. Este problema es luego analizado y discutido en forma plenaria desde dos perspectivas:
primero, utilizando las herramientas de analisis de la actividad matematica que aporta el EOS; segundo, utilizando
una de las resoluciones que se tienen documentadas sobre este problema para ejemplificar el ciclo de modelizacion
considerado. Este analisis permite a los participantes asumir la postura tanto de estudiantes como de profesores
cuando se enfrentan a una tarea de modelizacion matematica.

Figura 3. Problema de modelizacion Pilas de alfalfa.

Pilas de alfalfa

Hacia el final del verano, se pueden ver

& montanas de pilas de alfalfa en el campo, como
las de la imagen. Las pilas se acomodan de
manera que se ubiquen cinco en la base, cuatro
en la siguiente fila, luego tres, dos y, finalmente,
una bola de alfalfa en la cuspide.

Intenta hallar la altura de la montafia de pilas
| de alfalfa.

Fuente: Adaptado desde Borromeo (2007, p. 2084)

La eleccion de este problema en particular se sustenta, por una parte, en que ha sido analizado desde diferentes
enfoques dentro de la literatura especializada (por ejemplo, Borromeo, 2007; Hankeln, Adamek y Greefrath, 2019;
Ledezma et al., 2021b; Tekin-Dede, 2019; entre otros) y, por otra parte, por ser un ejemplo paradigmatico para
describir el ciclo de modelizacion desde una perspectiva cognitiva (véase Borromeo, 2011, 2018).

Para el analisis de la actividad matematica —con base en las herramientas del EOS—, se plantea a los participantes,
por ejemplo, que identifiquen los pasos para resolver el problema (prdcticas matemadticas), asi como la matematica
puesta en juego a la hora de resolver el problema (objetos matematicos, procesos), y las posibles dificultades a las
que se podria enfrentar un estudiante resolutor. Como se ha declarado en el apartado preliminar, se desarrollé con
anterioridad una propuesta teoérico-reflexiva en que se utilizan estas herramientas para analizar la actividad
matematica que subyace al proceso de modelizacion, y en la Tabla 3 se presenta un fragmento de la misma.
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Tabla 3. Fragmento del analisis del problema con las herramientas del EOS.

Practicas matematicas Procesos Objetos matematicos

Adaptado desde Ledezma et al., 2021b, p. 372.

Tomando en cuenta la pluralidad de contextos educativos de los participantes, son los expositores quienes
introducen los elementos constitutivos, tanto del ciclo de modelizacion considerado como de las herramientas que
aporta el EOS para analizar este tipo de actividad matematica. De este modo, no se espera que los participantes
realicen el mismo analisis presentado en la Tabla 3 sino que, a partir de interaccion y discusion sobre el problema
presentado, logren identificar sus elementos constitutivos, mas alla de la matematica en juego.

Para la segunda sesion del taller se contintia con la misma dindmica que en la primera, con la diferencia que se dejan
a eleccion de los participantes el problema a resolver de entre un compendio con el que se cuenta. Finalmente, y
basados en todo el analisis y la discusion sobre los problemas resueltos, el taller culmina con una reflexion sobre la
implementacion de la modelizacidon matematica en el aula, de acuerdo a los contextos educativos de los
participantes.
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Experiencias de implementacion

A partir de la operacionalizacion de la propuesta teorico-reflexiva mencionada en el apartado de [1 Fundamento
teorico, es que se disefio un taller que fue implementado en distintos niveles de formacion de profesores (pregrado,
master y doctorado) que cursan sus estudios en dos universidades de la ciudad de Barcelona (Espaiia).

En una primera fase de esta experiencia se intervino con dos grupos: uno con 60 profesoras de educacion primaria
en formacion inicial (pregrado), en el contexto de un moddulo sobre resolucion de problemas; y otro con 20
profesores de matematica de educacion secundaria en formacion continua (master profesionalizante), en el contexto
de un modulo sobre modelizacion matematica. La dindmica con ambos grupos fue la siguiente: primero, se introdujo
a los sujetos en los aspectos generales de la modelizacidon matematica (conceptualizacion teorica, diferentes
perspectivas, etc.); segundo, se les presento el problema Pilas de alfalfa para su resolucion en equipos, y se les pidio
que registraran sus resultados; tercero, se presentaron los resultados en forma plenaria y se discutieron las estrategias
utilizadas por cada grupo; finalmente, se les presentd el ciclo de modelizacion desde una perspectiva cognitiva,
ejemplificandolo con una de las resoluciones documentadas sobre el problema en cuestion.

Una diferencia sustancial en cuanto a las resoluciones obtenidas durante esta fase fue que, mientras los profesores
de educacion primaria privilegiaron un modelo matematico que les permitio finalmente obtener resultados reales
para dar respuesta al problema, los profesores de educacion secundaria utilizaron mas de un modelo matematico,
pero no vieron la necesidad de llevar sus resultados matemdticos a la realidad, ello justificado en el caracter abierto
del enunciado. Este tipo de hallazgos se encuentra en consonancia con los reportados por Verschaffel y
colaboradores, en estudios de similares caracteristicas llevados a cabo con profesores de matematicas de educacion
primaria y secundaria (véase Chen, Van Dooren, Chen y Verschaffel, 2011; Van Dooren, Verschaffel y Onghena,
2003; Verschaffel, De Corte y Borghart, 1997; entre otros).

En una segunda fase de esta experiencia se intervino con dos grupos mas: uno con estudiantes de un master de
investigacion en Educacion Matematica, en el contexto de una sesion sobre modelizacion matematica; y otro con
estudiantes de un programa de doctorado en Didactica de la Matematica, en el contexto de un seminario de
investigacion. A diferencia de las intervenciones de la fase anterior, los sujetos participantes ya contaban con
herramientas tedricas sobre modelizacion matematica, por lo que la dindmica con ellos se centro, principalmente,
en la resolucion del problema en cuestion para la posterior discusion, tanto de los resultados obtenidos como de las
posibles adaptaciones que se podian hacer al enunciado del problema.

Consideraciones finales

Tal como se declaro en el apartado [ | Fundamento teorico, existen distintos ciclos que permiten explicar el proceso
de modelizacion, asi como diferentes perspectivas sobre su implementacion. Por lo tanto, en este taller se considera
un ciclo y una perspectiva especificos para el trabajo con modelizacion, enfocados ambos principalmente en el
desarrollo de la competencia en modelizacion matematica. No obstante, y tomando en cuenta que las propuestas
teoricas pueden en ocasiones desconectarse del contexto del aula comiun de matematicas, es que en este taller se
privilegia la componente de utilidad practica del ciclo de modelizacion considerado y, a raiz de la discusion docente
con los participantes, se pretende reflexionar sobre su implementacion en el aula.

En términos generales, se han consensuado algunos elementos que los profesores deben considerar al momento de
abordar la modelizacion de mejor forma en el aula, como los siguientes:

e Conocimiento de las tareas de modelizacion, en cuanto a sus caracteristicas, tipos y propodsitos de
evaluacion (véase Haines y Crouch, 2001; Houston, 2007; Maal}, 2010; Niss, 1993; Vos, 2007).
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e Habilidad para diagnosticar dificultades de los estudiantes y/o bloqueos durante las fases del ciclo de
modelizacion (Galbraith y Stillman, 2006).

e Conocimiento de un amplio espectro de modos de intervencion (Leil3, 2007) y la habilidad para realizarlos
de manera apropiada.

e Lograr un balance permanente entre la independencia de los estudiantes en su trabajo de resolucion, y la
guia del docente durante el desarrollo de la tarea (Blum, 2011).

Finalmente, diversos estudios han sido realizados con foco en el rol de la modelizacion matematica dentro de la
formacion de profesores y su impacto en la ensefianza futura, los cuales han sido desarrollados desde diferentes
perspectivas y contextos a nivel mundial. Por citar algunos, en el contexto aleman, Kuntze (2011) compara las
visiones —entre profesores en formacioén y en ejercicio— sobre las tareas de modelizacion y su complejidad; en el
contexto australiano, Stillman y Brown (2011) estudian las creencias sobre el uso de este tipo de tareas, al mismo
tiempo que analizan las diferencias entre profesores que recibieron una formaciéon en modelizacion matematica de
forma paralela (durante el pregrado) o especializada (después del pregrado), y sus implicancias en el ejercicio
docente. En el contexto espaiiol, Ledezma y colaboradores (Ledezma et al., 2021a; Ledezma, Sala, Breda y Sanchez,
2021) analizan la reflexion docente que realizaron los futuros profesores de matematica de educacion secundaria en
sus Trabajos Finales de Master, tomando como herramienta los Criterios de Idoneidad Didactica propuestos por el
EOS.

En otros contextos, también se ha estudiado el conocimiento profesional sobre las competencias en modelizacion
(Kaiser, Schwarz y Tiedemann, 2013), sobre su futura ensefianza en la educacion escolar (Tan y Ang, 2013), sobre
su aprendizaje durante la formacion de profesores (Winter y Venkat, 2013), y su rol en la formacion de ingenieros
(Cosmes, 2020; Cosmes y Montoya, 2021).
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