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Resumo

Nesta investigagdo, analisa-se a contribuicdo de um software que possibilita o uso de multiplas representacdes para
o enriquecimento da imagem de conceito de derivada de um grupo de alunos de Licenciatura em Matematica que
ja haviam estudado tal conceito. Foi desenvolvido e aplicado um conjunto de cinco atividades, analisado a luz dos
Trés Mundos da Matematica, da imagem de conceito ¢ das concepgdes de derivada. Verificou-se que as multiplas
representacdes, a dinamicidade, o sincronismo entre as janelas e o recurso do zoom possibilitaram a exploracdo, a
investigacdo, a criagdo de conjecturas ¢ o enriquecimento da imagem de conceito de derivada como melhor
aproximacao.

Palavras chave: derivadas, trés mundos da Matematica, GeoGebra

Abstract

This research analyzes the contribution of GeoGebra software that enables the use of multiple representations to
enrich the derivative concept image of a group of students, from the Mathematics degree course, who had already
studied such concept. A set of five activities was developed and applied, analyzed in the light of the Three Worlds
of Mathematics, the concept image and the derivative concepts. It was found that the multiple representations, the
dynamics, the synchronism between the windows and the zoom feature, made possible the exploration, the
investigation, the creation of conjectures and the enrichment of the derivative concept image as the best
approximation.
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Introducio

Conhecimentos abordados nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral (CDI) tém papel de destaque no
processo de formagdo de professores de Matematica. A Sociedade Brasileira de Educagdo Matematica, no boletim
21 de 2013, aponta que tais conhecimentos sdo necessarios para a compreensao dos nimeros reais, das fungdes, das
aproximagoes, dos conceitos de infinito e das variacdes, dando condi¢des ao futuro professor para enfrentar as
possiveis dificuldades conceituais que poderdo surgir durante sua atuacdo profissional. Destaca, também, a
importancia fundamental que o tratamento dado a problemas de cunho variacional nas disciplinas de CDI tem para
o futuro professor, pois o leva a compreensao de como problemas dessa natureza devem ser abordados e discutidos
desde o ensino basico.

A importancia do estudo de problemas de cunho variacional por licenciandos em Matematica, também sdo
evidenciados por pesquisas que utilizaram sequéncias didaticas (Gonzalez & Dolores, 2016; Macgao, 2014) e
atividades envolvendo o uso de softwares (Loureiro, 2012; Richit, Benites, Escher & Miskulin, 2012) ao abordar o
estudo das derivadas.

Ao avaliarem o conhecimento de estudantes de um curso de Licenciatura em Matematica sobre o conceito de
derivada, Gonzalez e Dolores (2016) verificaram que grande parte dos participantes entendia a derivada de uma
funcdo apenas como uma foérmula, e apenas 15% dos quarenta e cinco participantes tinha uma ideia mais proxima
da definigdo, pois a identificaram como a inclinag@o da reta tangente ao grafico da fun¢do, um limite ou a taxa de
variagdo de uma funcgao, isto &, tinham as concepgdes simbolica, geométrica, logica de derivada. Os autores apontam
que, numa tentativa de minimizar as dificuldades dos estudantes, o trabalho docente vai além de conceber ¢
disponibilizar ferramentas com as quais os alunos possam trabalhar para a construgdo do seu proprio conhecimento.
E preciso envolver o estudante, seus pares e o professor, responsabilizando-os pelo proprio conhecimento.

Nesse sentido, Magao (2014) destaca a importancia de se ter uma abordagem em que o estudante se interesse pelo
problema, de maneira que ele sinta a necessidade de construir um novo conhecimento, ¢ enfatiza que uma
abordagem apenas com aulas expositivas pode ndo ser capaz de levar ao desenvolvimento de senso critico levando
os alunos a associar “o calculo da derivada apenas a um processo mecanico de calculo algébrico” (Magao, 2014,
p. 166), perspectiva também verificada por Gonzalez ¢ Dolores (2016). Com relacdo as distintas maneiras de
conceber a derivada de uma fungdo, o autor afirma que ¢ necessario que sejam realizadas abordagens que permitam
o desenvolvimento de “[...] outras formas de entender a derivada, para possibilitar aos sujeitos mais interpretagdes
possiveis, que podem tornar o ensino da derivada menos formal, mais intuitivo e mais voltado para o contexto em
que vai ser aplicado” (Magao, 2014, p. 167).

Em uma abordagem com tecnologias digitais de informagdo e comunicacgao (TDIC) para o ensino e a aprendizagem
de derivadas, Loureiro (2012) utilizou um applet para explorar a nogdo intuitiva de taxa média de variagdo, a
aplicagdo da defini¢ao de taxa média de variacdo, a interpretacao fisica da taxa média de variagdo, a interpretagao
geométrica da taxa média de variacdo e a derivada de uma fun¢do num ponto — Interpretagdo geométrica, buscando
dar significado para a derivada. Ela conclui que o uso do applet, para abordar o conceito de derivada de uma fungao
em um ponto parece ter permitido que os estudantes construissem imagens mentais consistentes relacionadas ao
conceito de derivada, o que a levou a crer que ocorreu a formagao da definicao de conceito da derivada de uma
fun¢do em um ponto nos participantes de sua pesquisa.

Richit et al. (2012) realizaram um estudo com o software GeoGebra para investigar qual o alcance e as
potencialidades deste software enquanto alternativa teérico-metodologica na introducao e visualizacdo de conceitos
matematicos. Para tal, elaboraram e aplicaram um conjunto de atividades a fim de propiciar uma investigagao visual,
geométrica e algébrica dos conteudos de Fungdes, Limites, Derivadas e Integrais. Os autores afirmam que o
GeoGebra se mostrou adequado para a realizagdo dessas investigagdes, pois possibilitou que os estudantes criassem
hipodteses e conjecturas acerca de conceitos como o de Derivada e Integral. Além disso, apontam que o software
facilitou a investigagdo, uma vez que permitiu que o niumero de repeticdes durante a verificagdo do comportamento
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das fungdes fosse reduzido por meio da ferramenta controle deslizante, utilizado para representar os parametros das
funcdes.

Tendo em vista a importancia do estudo das varia¢des ¢ as potencialidades propiciadas pelas TDIC, desenvolvemos
uma pesquisa com o objetivo investigar a contribuicdo da utilizagdo do software GeoGebra, que possibilita o uso
de multiplas representagdes, no enriquecimento da imagem de conceito de derivada de futuros professores de
matematica.

Com esse objetivo, nos apoiamos nas ideias de Imagem de Conceito (Tall & Vinner, 1981), dos Trés Mundos da
Matematica (Tall, 2013) e nas concepgoes de derivada (Thurston, 1994) para a elaboragdo de conjunto de atividades
¢ para a analise dos dados.

Marco tedrico

A estrutura cognitiva individual total que esta associada a determinado conceito € denominada por Tall ¢ Vinner
(1981) de imagem de conceito. Nela estdo incluidas todas as imagens mentais (formas de conceber a derivada),
propriedades (derivada da diferenca, regra da cadeia) e processos associados (formas de representagdo, elementos
da definigdo, entre outros) isto &, todos os atributos mentais devem constar em tal imagem.

Tall (2013) diz que o desenvolvimento de conhecimentos matematicos de longo prazo € mais do que associar novas
ideias as ja existentes, mas sim uma reconstrucdo por meio de reorganizagdes de conexdes mentais entre todos os
atributos da imagem de conceito que um individuo possa ter sobre um determinado objeto matematico.

Tall (2013) discute o desenvolvimento dos conhecimentos matematicos desde a infancia, no contato das criangas
com objetos fisicos, até o conhecimento da matematica formal, com as definigdes da Teoria dos Conjuntos, ¢
defende que tal desenvolvimento se da por diferentes jornadas pelos trés mundos matematicos: o corporificado, o
simbolico e o formal.

O primeiro mundo ¢ o conceitual corporificado que se baseia nas percepgdes ¢ agdes humanas, que resulta em
imagens mentais relacionadas aos diversos objetos matematicos. Essas a¢des possibilitam verbalizagdes cada vez
mais sofisticadas, uma vez que, ao interagir com tais objetos, um sujeito reconhece formas e propriedades, tornando-
se capaz de descrevé-las. Por exemplo, dar zoom nas proximidades de um ponto do grafico de uma fungdo em que
passa uma reta tangente ao grafico faz com que a reta tangente aparentemente se sobreponha ao grafico da funcao,
o que pode levar o individuo a ideia de que a reta tangente ¢ a reta que da a melhor aproximacao aos valores da
funcdo nas proximidades desse ponto.

O mundo operacional simbdlico é desenvolvido a partir de representacdes simbdlicas de a¢des corporificadas que
permitem a manipulagdo e os procedimentos de calculo. Por exemplo, o uso das técnicas algébricas para determinar
a derivada de uma funcio.

O mundo axiomatico formal tem caracteristicas da matematica formal e se refere a construgdo do conhecimento
formal com os axiomas, defini¢des e teoremas, de forma que as propriedades de um objeto matematico sdo
deduzidas a partir de demonstragdes matematicas. No caso das derivadas, um exemplo ¢ a demonstracdo da
propriedade da derivada da soma por meio da defini¢do. Imafuku (2018, p. 44) diz que “o Mundo Formal em sua
totalidade s ¢ trabalhado no Ensino Superior, no qual a construgdo axiomatica da Matematica ¢ realizada e
discutida”, e que caracteristicas desse mundo aparecem, e devem aparecer, desde os primeiros anos de escolaridade,
como por exemplo os conjuntos numéricos, as relagdes, as fungdes e as taxas de variagdo, que sdo fundamentais
para o estudo do Calculo e da Analise (Imafuku, 2018).
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Tall (2013) sugere que uma abordagem para os conceitos do Calculo pode ser iniciada com a apresentacéo visual e
dindmica, como a mudanga de inclinacdo em um grafico e a area sob um grafico, que podem ser aproximados por
calculos numéricos ou expressos precisamente por formulas simboélicas para diferenciagdo ou por técnicas
relacionadas a integrag¢do. Afirma também que essas ideias podem ser abordadas formalmente, por meio de uma
apresentacao axiomatica, em Analise Matematica.

Thurston (1994) diz que a derivada de uma fung¢&o, pode ser concebida de ao menos sete maneiras distintas
(1) Infinitesimal: a razdo da variacdo infinitesimal do valor da fungdo para uma variacgdo infinitesimal da variavel.
(2) Simbolica: a derivada de x™ é n.x™ 1, a derivada de sen(x) é cos (x), aderivadade fog éf'og.g' etc.
fOx+Ax)-f(x) d

Ax <

(3) Logica: f'(x) = d se, e somente se, para cada € existe um § tal que quando 0 < |x| < &,

€.

(4) Geométrica: a derivada é o coeficiente angular da tangente ao grafico da fungéo, isto se o grafico tem uma
tangente.

(5) Taxa: a velocidade instantanea de f(t) quando t é o tempo.

(6) Aproximagdo: A derivada de uma fungéo ¢ a melhor aproximacao linear para a fun¢do préximo a um ponto.
(7) Microscopica: A derivada de uma fungao € o limite que se obtém olhando-a com microscéopios cada vez mais
poderosos. (Thurston, 1994, p. 3).

No que segue, apresentamos os procedimentos envolvidos em nossa investigagao.

Metodologia

No desenvolvimento de nossa pesquisa, elaboramos um conjunto de cinco atividades com o uso do software
GeoGebra, com o qual abordamos a concepgao de derivada como Melhor Aproximacdo (Thurston, 1994), a fim de
enriquecer a Imagem de conceito de derivada dos participantes como a reta que da a melhor aproximagao aos valores
de uma fun¢do nas proximidades de um ponto.

Aplicamos as atividades para sete estudantes, organizados em um trio e duas duplas, que, por meio da exploragdo
das janelas de visualizagdo, da janela de algebra e da tabela, puderam explorar as representagdes numérica, algébrica
e grafica de algumas retas, com caracteristicas dos Mundos Corporificado e Simboélico, em busca daquela que da a
melhor aproximagdo. A fungdo f: R™ — R, definida por f(x) = v/x, para valores proximos ao ponto de abscissa
x = 4, foi explorada pelos participantes para que, ao final das atividades, pudessem determinar a reta que da a
melhor aproximagdo, com caracteristicas do Mundo Formal, por meio do limite dos erros de aproximacdo dos
valores da fun¢do na proximidade de um ponto.

Resultados

Nas duas primeiras atividades, os grupos deveriam completar uma tabela, na qual foram disponibilizados os valores
0.5, 1.0 e 1.5 que deveriam ser utilizados como coeficientes angulares de trés possiveis retas, representar as retas
na janela de visualizag@o e determinar os erros de aproximacao para os valores da fungdo no ponto de abscissa x =
3 e x = 5 (valores a esquerda e a direita do ponto dado). Os trés grupos alcangaram o objetivo das atividades e, por
meio da manipulacdo das representacdes graficas, algébrica, numérica e tabular, apresentaram caracteristicas
corporificadas e simbolicas, determinando a reta que melhor aproxima, nas condigdes dadas, o valor da fun¢do dada
nas proximidades de um ponto e entendendo a distancia entre a reta e a fung@o como o erro cometido ao realizar tal
aproximacao. O dialogo dos integrantes do Grupo 1 exemplifica essa situagdo.
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Figura 1. Tela da Atividade 1 com a resposta do Grupo 1.
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Fonte: Dados da pesquisa

Mario: A melhor aproximagao pra mim ¢ esse feixe aqui, oh! [apontando para a reta g (Figura 1), cujo coeficiente
angular é m = 0,5]

Alemaio: Como assim, melhor aproximacao?

Mario: Entdo, por exemplo, oh... vocé tem essa curva aqui... [apontando para o grafico da fungdo f] qual reta vocé...
qual dessas retas vocé acha que... se assemelha mais com... se vocé for observar, oh... essa aqui, oh... [apontando
para a reta g] comega na... na...

Alemio: Ah é, no zero. [referindo-se a reta g|

Mario: Essa aqui comega no zero, entende?

Alemado: Verdade!

Mario: Entdo...

Alemao: Acho que ela é a melhor, a que se aproxima mais...

Mario: Achoque éag.

Alemao: ... porque ela comega na origem também. A reta... €y, é? Ou g, né?

Mario: Agora tem que explicar o porqué

Alemao: Hum...

Mario: Ou porque a variagao... a variagdo aqui, oh, do segmento é menor [apontando para os segmentos que indicam
a distancia entre cada uma das retas e o grafico da fungdo f1].

Alemao: Isso, também!... é a menor, verdade!... A variagdo... do coeficiente angular, né?

Acreditamos que o Grupo 1 compreendeu o porqué de a reta g ser a que da a melhor aproximacgao para a fungao
nas proximidades do ponto de abscissa trés, com valores a esquerda do ponto, por meio do uso de objetos dos
Mundo Corporificado, os graficos; e do Mundo Simbélico, registros numérico e algébrico.

Na segunda atividade, destacamos o dialogo e o protocolo (Figura 2) produzidos pelo Grupo 3.
Nelito: Acho que ¢ essa aqui de novo (apontando a reta g (Figura 1)).

Léia: De novo a vermelha, né?

Nelito: E... quem ¢ essa reta ai?

Léia: Eu acho que ¢ a... acaba sendo a g de novo [selecionando a reta com o mouse].

Nelito: Hummm... Mas a que ta mais proximo ¢ ela, né? ... a g.
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Figura 2. resposta do Grupo 3 para a Questdo 2.

Questao 2: a‘ual das retas do feixe d& a "melhor” aproximag&o? Por qué?
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Fonte: Dados da pesquisa

O Grupo apresentou caracteristicas do Mundo Corporificado ao analisar a proximidade entre as retas e a fungao, e
caracteristicas do Mundo Simbolico, pois ao associar o erro a proximidade das retas a funcdo, associou a
representacdo grafica a representagdo numérica.

Na terceira atividade, similar as duas primeiras, foram disponibilizados cinco valores (-0.5; 0; 0.25; 0.5 e 1.0), que
os participantes deveriam utilizar como coeficientes angulares de retas que contém o ponto (4, 2) para, em seguida,
determinar os erros de aproximacgao a esquerda e a direita, com valores da abscissa proximos de x = 4 na ordem
dos centésimos de milésimos. Os trés grupos chegaram ao objetivo da atividade, uma vez que conseguiram
determinar a reta que da a melhor aproximacgao aos valores da fungdo nas proximidades desse ponto, analisando
qual apresenta os menores erros de aproximacao pela direita e pela esquerda, com erros de centésimos de milésimos.
Apresentamos a discussdo realizada pelos integrantes do Grupo 2, para a escolha da reta que da a melhor
aproximacao na Atividade 3 (Figura 3).

Figura 3. Tela da Atividade 3 com a resposta do Grupo 2.
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Fonte: Dados da pesquisa

Theodoro: Todas as fun¢des no quatro vao estar iguais, vai dar quatro e dois... para valores de x maiores do que
quatro... maiores do que quatro sdo esses trés aqui... quatro zero um, quatro zero dois e quatro zero trés [fazendo a
leitura de uma forma rapida dos valores 4,00001; 4,00002 e 4,00003, respectivamente].

Iceman: Sim, sim...

Theodoro: Quais sdo as melhores? A melhor... ¢ uma s6 que é a melhor... é a que o erro ta dando zero... o erro dela
¢ zero... tem duas muito proximas com zero zero vinte € cinco.

Michael Corleone: Todos ai sdo erros?

Theodoro: E, isso daqui é erro. E de x ndo significa erro de x?

Michael Corleone: Ta!
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Theodoro: Ai perguntou... pela tabela, qual a... qual... ¢ uma reta!

Michael Corleone: Entendeu!

Theodoro: Mas pra todos os valores que a gente colocou, todos os valores proximos de quatro.
Michael Corleone: Eu acho que ¢ essa dai.

Theodoro: Essa reta td com erro zero.

Michael Corleone: Entdo ¢ ela.

Theodoro: Qual ¢ a letra dela [perguntando sobre o nome dado a retal.

Iceman: g!

Theodoro: O m € zero vinte e cinco ou menos zero vinte e cinco?

Iceman: zero vinte e cinco positivo. Ahhh... o outro é a mesma coisa, s6 que da esquerda... vai ser 0 mesmo cara,
velho!

Michael Corleone: Ele é o mais proximo pela esquerda também?

Iceman: Sim!

No dialogo, entendemos que o grupo, por meio da analise dos registros numéricos dos erros na tabela, apresentou
caracteristicas simbolicas ao eleger a reta com coeficiente angular m = 0,25 como a que d4 a melhor aproximagao
da funcdo, tanto pelo lado direito quanto pelo lado esquerdo, por provocar um erro zero (valor que aparece na tabela
da Figura 3). Entretanto, a ideia de ter um erro zero incomodou os integrantes do grupo, como podemos ver no
seguinte dialogo.

Theodoro: E a n do mesmo jeito... é sempre igual.

Iceman: E a menor taxa de erro, né?... Ndo parece que tipo... ti errado a gente colocar erro zero?

Theodoro: Eu t6 pensando nisso... td muito certo pra... pra... pra ser matematica.

Iceman: T4 muito certo pra ser matematica... Theodoro [falando como se estivesse fazendo uma citacdo da fala de
Theodoro].

Theodoro: Erro zero... pra dar erro zero... O GeoGebra esta enganando a gente, porque o GeoGebra esta com menos
casas decimais. Tem erro aqui!

Iceman: Amigao... tem erro, mas estd em uma casa decimal bem distante.

Theodoro: Entdo vamos escrever que os erros estao proximos de zero.

Figura 4. E registram a resposta apresentada na

() = 0. 25%H E’A—MMMWMM—

Figura 4: protocolo apresen_tado pelo Grupo 2 como resposta para a Questao 3.
Fonte: Dados da pesquisa

Entendemos que o grupo apresentou caracteristicas simbolicas para a escolha da reta que da a melhor aproximagao
dos valores da funcdo nas proximidades do ponto P (4, f (4)), ao analisar os valores numéricos e concluir que a reta
¢ a que tem coeficiente angular m = 0,25, e caracteristicas formais da melhor aproximacgéo, inclusive tecendo
criticas ao erro de aproximagdo exibido na tela do GeoGebra.

Na atividade 4, disponibilizamos um arquivo com as representagdes algébricas e graficas da funcdo f: Rt — R,
definida por f(x) =+/x; e das retas de equagio g(x) =2—0,5(x—4), h(x) =2—-0(x —4), i(x) =2+
0,25(x—4),j(x) =2+05(x—4) e k(x) = 2 + 1(x — 4) que interceptam a funcdo f no ponto
P = (4, f(4)), para que, por meio do recurso zoom do software GeoGebra os participantes pudessem verificar que
a reta que da uma boa aproximacdo para os valores da funcdo proximos ao ponto de abscissa x = 4 aparenta
sobrepor-se ao grafico da fungdo f, e que s6 existe uma nas condigdes dadas.
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Nesta atividade, observamos que o Grupo 1 ndo conseguiu compreender que, nas proximidades de um ponto, os
graficos de uma funcdo e o da reta que da a melhor aproximacao para valores da fungio praticamente se sobrepdem.
Entendemos que isso pode ter ocorrido pela pouca exploragdo do zoom, isto €, da caracteristica corporificada
disponivel no software, uma vez que, durante a analise do video desta atividade, percebemos que os integrantes do
grupo ndo aproximaram o grafico de forma necessaria para realizarem a analise.

Apo6s Theodoro aproximar a fungdo por meio do zoom (Figura 5), o Grupo 2 iniciou uma discussao do item 4.1, e
percebem que a reta que da a melhor aproximagao para os valores da fungdo proximos ao ponto de abscissa x = 4
¢ aquela que, devido ao zoom, se confunde com o grafico da fungao (

Figura 6).

Figura 5. Tela da Atividade 4 apos o Grupo 2 dar o zoom.
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Fonte: Dados da pesquisa

Theodoro: A iea f, elas estdo quase... [referindo-se a reta i e & funcéo f]

Michael Corleone: Quase uma em cima da outra.

Theodoro: A f quase desaparece, oh! [dando mais zoom] elas praticamente coincidem.
Michael Corleone: Elas coincidem... as outras continuam, parece, bem distantes.
Theodoro: A reta f e a reta i praticamente se coincidem. Teve a melhor aproximacao.
Michael Corleone: E as outras parecem que continuam longe... parece ndo, continuam!

Figura 6. Protocolo apresentado pelo Grupo 2 como resposta para a Questdo 4.

Fonte: Dados da pesquisa

O Grupo 2 apresentou caracteristicas do Mundo Corporificado ao manipular, por meio do recurso zoom, os graficos
presentes na janela de visualizagdo. Essa manipulagdo possibilitou ao grupo a percepgdo de que a reta que da a
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melhor aproximagao da fungdo, nas proximidades do ponto P, se assemelha ao grafico da fun¢do dada, propiciando
assim a melhor aproximacao linear, desenvolvendo, assim, caracteristicas do Mundo Formal.

Na quinta atividade, optamos por ndo utilizar o software, pois tivemos por objetivo desenvolver a compreensao da
derivada como o coeficiente angular da reta que da a melhor aproximacgao dos valores da fungdo nas proximidades
de um ponto, ou seja, explorando caracteristicas simbolico-formais que envolvem a equacdo da reta e o uso do
limite de uma funcdo. Apos as analises, verificamos que o Grupo 1, que ndo teve éxito na atividade 4, apresentou
dificuldades e ndo relacionou a ideia da reta que da a melhor aproximacdo para valores de uma funcdo nas
proximidades de um ponto dado ao erro de aproximacao presente nas equagdes envolvendo limites. Destacamos a
seguir a discussdo realizada pelo Grupo 2, por entender que foi o unico que desenvolveu caracteristicas simbolico-
formais durante essa atividade.

Ao analisar o item 5.2 da Atividade 5 (Figura 7), o grupo relaciona a notagdo simbolico-formal do limite, com a
ideia de que a reta que da a melhor aproximagao € a que proporciona 0 menor erro.

Figura 7. Questdo 5.2 da Atividade 5

Para encontrar a reta que da a “melhor” aproximacao impomos, matematicamente, que
b 9

. X)— X
lim Li}() = (0. Analise essa “imposi¢io”! D& um argumento “intuitivo” que a justifica.
x—4 X —

Fonte: Dados da pesquisa

Theodoro: Como que a gente vai fazer? A gente tem que dividir uma coisa pela outra e tem que dar zero. Quando
essa coisa da zero?

Michael Corleone: Isso aqui tem que ser diferente de zero e esse tem que ser igual a zero [referindo-se
respectivamente ao denominador ¢ ao numerador].

Theodoro: Tem que ser igual a zero. Quando que isso aqui vai ser igual a zero? Quando f de x...

Michael Corleone: for igual a y de x.

Theodoro: Mas ¢é verdade para todas elas. Mas se a gente usar o argumento que f de x menos y de x tem que ser
zero, entdo quer dizer que f de x € igual a y de x, o que é verdade para todas elas.

Michael Corleone: Sim!

Theodoro: Tem que ser verdade pra ela e pros pontos proximos também, porque ndo é verdade que o x ¢ igual a
quatro.

Michael Corleone: x tende a quatro.

Theodoro: tende a quatro. A gente tem que achar qual funcdo f de x é igual ou tender a y ¢ f de x vai tender a y
de x. Ento, tem que achar... € a mais proxima.

Michael Corleone: E a mais proxima! A fungio y de x que é mais proxima de f de x.

Theodoro: Isso ¢ suficientemente intuitivo? [referindo-se ao enunciado que solicitava uma justificativa “intuitiva”]
Michael Corleone: E... a mais pro... y de x vai ser a mais proxima dessa e garantir que isso aqui seja diferente de
Zero.

Theodoro: Isso é voltar para 0 mesmo raciocinio que tem que achar a fungdo que tem o menor erro.

Michael Corleone: porque a que tem o menor erro ¢ a que esta mais proxima.

Entendemos que as caracteristicas simbodlico-formais, presentes na notacdo de limite, foram bem compreendidas
pelo grupo, que relacionou corretamente a ideia de que o erro de aproximacgao dos valores da fung@o deve tender a
zero nos pontos proximos do ponto de abscissa x = 4. Acreditamos que a compreensdo demonstrada pelo grupo do
significado da notagdo de limite solicitada no item 5.2 apresenta caracteristicas simbolico-formais, do estagio da
Matematica Teorica.
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Na resolugdo do item 5.5 (

Figura 8), que pede para verificar se é possivel calcular o coeficiente angular da reta que da a melhor aproximagao
em um ponto qualquer pelo processo de limite, e os integrantes do grupo entendem o porqué o processo da o
coeficiente angular da reta melhor aproximacao.

Figura 8. Resposta do Grupo 2 para a o item 5.5
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Fonte: Dados da pesquisa

Entendemos que as caracteristicas simbdlicas-formais, do calculo do coeficiente angular da reta que dé a
melhor aproximagdo relacionada ao conceito de derivada, propiciaram a compreensdo da Concepcao
Melhor Aproximagao de derivada, uma vez que os integrantes do grupo compreenderam a derivada como
o coeficiente angular da reta que da a melhor aproximacao dos valores da fungao nas proximidades de um
ponto.

Conclusoes

Os resultados obtidos apontam que o uso do software GeoGebra auxiliou no enriquecimento da imagem de conceito
dos participantes, pois puderam compreender que a reta que da a melhor aproximagédo dos valores da fungdo na
vizinhanga de um ponto € aquela que gera o menor erro de aproximagdo. As ideias desenvolvidas com o software,
inicialmente, com caracteristicas corporificada-simbdlicas, alavancaram a compreensdo de caracteristicas formais
relacionadas a Concepgdo Melhor Aproximacdo, por meio de questoes nas folhas de atividade, e permitiram aos
participantes entender a derivada como o coeficiente angular da reta que da a melhor aproximagao para valores da
fun¢do na vizinhanga de um ponto.

A sincronicidade e a dinamicidade das representacdes proporcionadas pelo software GeoGebra, permitiram que
parte dos participantes relacionassem o valor numérico do erro a distincia entre a funcdo e a reta, possibilitando a
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compreensdo de que nas proximidades de um ponto a reta com melhor aproximagdo aparentemente se sobrepde ao
grafico da funcgdo, fato que foi explorado por meio do recurso zoom do software.

Assim como apontam Gongalvez (2012) e Richt et al. (2012), entendemos que o software GeoGebra, com as
multiplas representagdes, a dinamicidade, o sincronismo entre as janelas e o recurso do zoom, contribuiu para a
criacdo de um ambiente em que foram possiveis a exploragdo e a investigagao durante as atividades possibilitando
a elaboragdo de conjecturas e o enriquecimento da imagem de conceito de derivada com a Concepg¢dao Melhor
Aproximagao.
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