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Presentamos en este documento el disefio de la unidad didéctica divisibilidad de nimeros natura-
les. Esta unidad didactica es el resultado del trabajo realizado en el proceso de formacion del grupo
4 de la décima cohorte de la maestria en Educacion Matematica de la Universidad de los Andes.
La implementacion de la unidad didactica se llevo a cabo en la Institucion Educativa Mayor
de Mosquera, en la sede la Amistad ubicada en el municipio de Mosquera del departamento de
Cundinamarca en el grado sexto. La poblacion que atiende esta institucion son familias en su ma-
yoria disfuncionales de estratos 0 y 1 cuya principal actividad econdmica es el reciclaje. La insti-
tucion cuenta con 2300 estudiantes aproximadamente bajo la modalidad presencial. El fin de esta
unidad didactica es servir como una herramienta en la enseflanza y aprendizaje de la divisibilidad
de nimeros naturales, pues consideramos que la mayoria de los profesores enfocan su ensefianza
en la explicacion del algoritmo de la division y no muestran todas las formas de saber si un nimero
es divisible entre otro.
El contenido matematico de nuestra unidad didactica se encuentra alineado con la normativi-
dad curricular colombiana, que incluye los documentos de estandares basicos de competencias y
derechos basicos de aprendizaje. Como referente internacional, incluimos el marco PISA 2012.
Iniciamos con los estandares basicos de competencias en matematicas (MEN, 2006). Encontramos
que, aunque no hay un estandar asociado especificamente a la divisibilidad de nimeros naturales,
hay dos estdndares relacionados con el tema en los grados 4° y 5°. Los estandares “Resuelvo y
formulo problemas cuya estrategia de solucioén requiera de las relaciones y propiedades de los
numeros naturales y sus operaciones” y “Uso diversas estrategias de calculo y de estimacion para
resolver problemas en situaciones aditivas y multiplicativas” (p.82) corresponden al pensamiento
numérico y sistemas numéricos. También encontramos tres estandares en grado 6° y 7° ubicados
en el mismo pensamiento: “Resuelvo y formulo problemas utilizando propiedades bésicas de la
teoria de nimeros, como las de la igualdad, las de las distintas formas de la desigualdad y las de
la adicion, sustraccion, multiplicacion, division y potenciacion”, “Justifico procedimientos aritmé-
ticos utilizando las relaciones y propiedades de las operaciones” y “Formulo y resuelvo problemas
en situaciones aditivas y multiplicativas, en diferentes contextos y dominios numéricos” (p.84).
En relacion con los derechos bésicos de aprendizaje (MEN, 2016) para el grado quinto, en-
contramos el derecho basico de aprendizaje “describe y desarrolla estrategias (algoritmos, propie-
dades de las operaciones basicas y sus relaciones) para hacer estimaciones y calculos al solucionar
problemas de potenciacion” (p.37) y, para el grado sexto, el derecho basico de aprendizaje “utiliza
las propiedades de los nimeros enteros y racionales y las propiedades de sus operaciones para
proponer estrategias y procedimientos de calculo en la solucion de problemas” (p.45). Segun el
marco conceptual PISA 2012 (Ministerio de Educacion, 2013), vinculamos el tema de divisibilidad
de nimeros naturales con todos los contextos (personal, profesional, social y cientifico).
Elegimos la divisibilidad de nimeros naturales para nuestra unidad didactica porque es un
concepto matematico fundamental en la aritmética. Comprender la divisibilidad es esencial para
descomponer niimeros en sus factores primos, calcular multiplos y divisores, y resolver problemas
practicos en la vida cotidiana. Ademas, la divisibilidad sienta las bases para otros temas matema-
ticos como fracciones, proporciones y simplificacion de expresiones algebraicas.



1. ARTICULACION DE LOS CONTENIDOS

En este apartado, presentamos el andlisis de contenido que realizamos de la divisibilidad de nume-
ros naturales. Describimos la estructura matematica y conceptual del tema, los sistemas de repre-
sentacion y los fenémenos que le dan sentido (Cafiadas, 2018).

1. ESTRUCTURA MATEMATICA Y CONCEPTUAL DE LA DIVISIBILIDAD
DE NUMEROS NATURALES

La estructura matematica es un concepto pedagdgico que permite identificar la relacion que existe
entre los conceptos y procedimientos de un contenido matematico. De acuerdo con lo anterior, en
la estructura matematica (figura 1) presentamos los conceptos y procedimientos relacionados con
el tema divisibilidad de nimeros naturales. La elipse en el mapa indica el concepto mas general
dentro de la estructura matematica.

Los nlimeros naturales tienen cuatro operaciones basicas: suma, resta, multiplicacion y divi-
sion. La division se relaciona bidireccionalmente con la divisibilidad que se resalta en el rectangulo
sombreado como tema central. Establecemos que la divisibilidad es una propiedad que permite
separar un total en partes iguales. Los numeros naturales en general se dividen en dos tipos: los
nameros primos y los numeros compuestos. Estos numeros se relacionan con el teorema funda-
mental de la aritmética propuesto por Euclides, que dice que todo nlimero natural mayor que 1 es
primo o estd compuesto por un unico producto de primos; es decir, tiene una Unica descomposicion
en factores primos.
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En la estructura conceptual (figura 2), mostramos los conceptos y procedimientos relacionados
con nuestro tema. El mapa comienza en divisibilidad de niimeros naturales, ubicado como tema
inicial en una elipse. Los rectangulos sombreados representan las subestructuras matematicas que
hacen referencia a las distintas aplicaciones del tema. Los trapecios representan las operaciones y
los rectangulos sin sombra son conceptos relacionados con el tema. De la divisibilidad de nimeros
naturales se desprende el algoritmo de la division. Del algoritmo de la division parten sus elemen-
tos: dividendo, divisor, cociente y residuo. El residuo tiene dos posibilidades, el residuo cero y el
residuo diferente de cero. La congruencia modular también estd relacionada con el concepto de
residuo.

Del residuo cero, parte la division exacta. A partir de los elementos del algoritmo de la divi-
sion, surgen los divisores y multiplos. De estos, se desprenden los nimeros primos y compuestos.
De los nlimeros primos, se originan los criterios de divisibilidad. La multiplicacién de numeros
primos forma nimeros compuestos que tienen descomposicion en factores primos Unica, segun el
teorema fundamental de la aritmética.
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2. SISTEMAS DE REPRESENTACION

Un sistema de representacion es un sistema de signos que cumple unas caracteristicas para la crea-
cién y manipulacion de signos, y su relacion de equivalencia (Cafiadas, 2018). Para nuestra unidad
didactica, identificamos los siguientes sistemas de representacion: simbolico, pictorico, tabular,
numérico, manipulativo, grafico, ejecutable y geométrico. Los sistemas de representacién mas re-
levantes en el disefio de la unidad didactica son los sistemas de representacion simbolico, geomé-
trico y pictdrico. En el mapa conceptual de la figura 3, exponemos los sistemas de representacion
que identificamos.
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Figura 3. Mapa conceptual de los sistemas de representacion

A continuacion, explicamos las caracteristicas de cada sistema de representacion y su uso en nues-
tra unidad didactica.

2.1. Sistema de representacion simbdlico

La divisibilidad de nimeros naturales se puede representar usando el algoritmo de la division D =
d * c + 1, en el que el dividendo es igual a la suma del residuo y el producto del cociente por el
divisor.

2.2. Sistema de representacion pictorico

En el sistema de representacion pictorico, presentamos tres de los diferentes tipos de representa-
ciones pictdricas que existen. La primera es la agrupacion, en la que el dividendo se reparte en
conjuntos de igual cantidad de elementos. Las otras dos estan relacionadas con la descomposicion
factorial que se puede hacer de forma vertical o por medio del diagrama de arbol.

2.3. Sistema de representacion tabular

En el sistema de representacion tabular, utilizamos una tabla para establecer la relacion de un nu-
mero tomado como dividendo y las demas partes correspondientes al algoritmo de la division (di-
visor, cociente y residuo).

D - Dividendo | divisor | cociente | residuo
escomposicion

| factorial usual 20 1 20 0

[ 20 4 5 0 |
| 20 10 2 0 |
| 20 5 4 0

| Simbolico )« Tabular ‘ :
[ |
: I Dividendo | divisor | cociente | residuo ||
| Geométrico 5 P P 1 :
: Divisibilidad \  eeed I
| de Numeros

| Naturales D={1,2,4,5,10,20}

|

| l—ﬁ |

| Y R R

|

[

|

|

[

|

|

[



2.4. Sistema de representacion numérico

En la divisibilidad de nimeros naturales, se puede encontrar el conjunto de los divisores de un
numero a partir de su descomposicion factorial. Con el conjunto de los factores primos de un nu-
mero (F) podemos formar el conjunto de sus divisores (D) al realizar diferentes combinaciones de
multiplicaciones de los factores primos. Todo numero natural es divisible por 1 y por si mismo.
Por ejemplo, al descomponer 20, encontramos que F= {2,2,5}. Al multiplicar estos factores primos
encontramos que el conjunto de los divisores de 20 es D = {1,2,4,5,10,20}.

2.5. Sistema de representacion manipulativo

En el sistema de presentaciéon manipulativo, usamos fichas que pueden simbolizar cualquier nu-
mero. El ancho de estas fichas es de 1cm y el largo representa el nimero que vamos a dividir. Con
las mismas reglas del sistema de representacion podemos expresar nuimeros mas pequeios. Para
verificar que un numero es divisible entre otro, se cubren los nimeros mayores con las fichas de
los nimeros menores.

2.6. Sistema de representacion grafico

Para el sistema de representacion grafico, utilizamos la recta numérica. En la recta numérica, ubi-
camos el nimero divisor y, dando saltos de la misma longitud, verificamos la divisibilidad del
numero que dividimos.

2.7. Sistema de representacion ejecutable

Otra forma de calcular los divisores y la descomposicion factorial de un numero es mediante el
uso de aplicaciones o software matematico especializado. En el sistema de representacion ejecu-
table, proponemos el uso de aplicaciones como WolframAlpha y GeoGebra.

2.8. Sistema de representacion geométrico
Con el sistema de representacion geométrico, expresamos un numero natural por medio de rectan-
gulos formados por cuadrados 1u?. Los lados del rectangulo son divisores del niimero dado.

3. ANALISIS FENOMENOLOGICO

El analisis fenomenologico consiste en describir la estructura matematica del concepto, al identi-
ficar caracteristicas matematicas comunes entre las situaciones en las que tiene sentido el tema
(Canadas, 2018). En la figura 4, presentamos el analisis fenomenologico de nuestro tema. Inicia-
mos por cuatro subestructuras. De cada una, se desprende un conector en linea recta que representa
las relaciones biunivocas correspondientes con los contextos fenomenologicos que se refieren a
las situaciones que le son presentadas a los estudiantes en relacion con su entorno. Seguidamente,
otra elipse con texto vertical relaciona los fendmenos con los contextos de PISA 2012: (a) social,
(b) profesional, (c) personal y (d) cientifico. En los rectdngulos mas grandes, estan organizados
algunos fenomenos relacionados con el tema de acuerdo con los contextos PISA 2012. En la parte
sombreada, se ubica el titulo que identifica el contexto PISA 2012 y en la parte no sombreada con
vifietas se ubican los fendémenos que relacionamos. Junto a cada fendmeno en paréntesis, estan los
contextos fenomenolédgicos correspondientes.



De las subestructuras que se originan de la estructura conceptual del tema, se desprenden pro-
blemas asociados a las posibles maneras de repartir. Las formas de repartir estan relacionadas con
los divisores de un nimero. Del teorema fundamental de la aritmética, se desprende la coincidencia
de multiplos. De la congruencia modular, se desprenden los problemas con residuo equivalente,
que permiten mostrar a los estudiantes una aplicacion de la divisibilidad en espacios mas creativos,
como la encriptacion. Y finalmente, incluimos el algoritmo de la division que permite establecer
la relacion con todos los fendémenos propuestos.
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Figura 4. Analisis fenomenoldgico de divisibilidad de nimero naturales




2. ASPECTOS COGNITIVOS

En este apartado, presentamos los aspectos relacionados con el andlisis cognitivo de nuestra unidad
didactica. Estos aspectos definen lo que esperamos que nuestros estudiantes aprendan y sirven
como base para la creacion de las tareas de aprendizaje destinadas a fortalecer el proceso de apren-
dizaje del tema. En primer lugar, exponemos las expectativas de aprendizaje, que representan lo
que el profesor busca que los estudiantes alcancen durante la ensefianza de un tema matematico.
Posteriormente, presentamos las expectativas de tipo afectivo que hacen referencia a la motivacion
del estudiante durante el aprendizaje, asi como a la importancia de reconocer tanto sus éxitos,
como sus desaciertos. También, exploramos las limitaciones de aprendizaje que se refieren a las
dificultades y errores que los estudiantes pueden experimentar al solucionar una tarea de aprendi-
zaje. Asimismo, detallamos los criterios de logro, que son los procedimientos que componen las
estrategias que utilizan los estudiantes para resolver las tareas de aprendizaje. Presentamos los
criterios de logro por medio de lo que llamamos grafos de criterios de logro. Por ultimo, en el
esquema general de la unidad didéctica, ofrecemos detalles acerca de la cantidad de tareas de
aprendizaje asociadas a cada objetivo, asi como la cantidad de sesiones de clase sugeridas, junto
con sus respectivos tiempos.

1. EXPECTATIVAS DE NIVEL SUPERIOR

En el contexto del proceso educativo, resulta esencial comprender la importancia de establecer
expectativas de aprendizaje. Estas expectativas representan los objetivos que el profesor busca que
los estudiantes alcancen durante la ensefianza de un tema matematico especifico, en este caso, la
divisibilidad de nimeros naturales. En este apartado, tratamos las expectativas de aprendizaje de
nivel superior. Las expectativas del nivel superior se refieren a metas a largo plazo que se logran
a lo largo de un periodo formativo extenso (Gonzalez & Goémez, 2018). Estas metas estan intrin-
secamente relacionadas con el desarrollo de las capacidades matematicas fundamentales y los pro-
cesos matematicos propuestos en el marco conceptual PISA (2012). Este nivel busca promover
una comprension matematica profunda y duradera.

Segtin PISA (2012), existen los procesos matematicos de formular, emplear e interpretar. Es-
tos procesos matematicos detallan como las personas enlazan el contexto de un problema con los
conceptos matematicos para resolverlo. La capacidad de un individuo para formular, emplear e
interpretar las matematicas hace referencia a su competencia en esta area (Ministerio de Educa-
cion, 2013). En el marco de PISA (2012), también se describen las capacidades matematicas fun-
damentales. Estas son habilidades esenciales que sustentan la competencia matematica. En total,



hay siete capacidades matematicas fundamentales: (a) comunicacion, (b) matematizacion, (c) re-
presentacion, (d) razonamiento y argumentacion, (f) utilizacion de operaciones y lenguaje simbo-
lico y (g) utilizacion de herramientas matematicas (Ministerio de Educacion, 2013).

El enfoque de nuestra unidad didactica se orienta a fortalecer las siete capacidades matemati-
cas fundamentales, al atender los procesos matematicos mencionados anteriormente. A continua-
cion, en la tabla 1, establecemos la relacion entre las capacidades matematicas fundamentales y
los procesos matematicos. Proporcionamos una descripcion especifica de esta relacion en el con-
texto de la divisibilidad de nimeros naturales. En las filas, ubicamos las capacidades matematicas

fundamentales y, segtn la columna, el proceso matematico que se relaciona.

Tabla 1

Relacion entre procesos matemadticos y capacidades matematicas fundamentales de divisibili-
dad de numeros naturales

CMF Procesos matematicos

Formular Emplear Interpretar y evaluar
Comunicacién Identificar los datos Mostrar los calculos Elaborar y presentar
relacionados con la realizados en el pro- explicaciones argu-
divisibilidad de nu- ceso para encontrar la mentando a través de
meros naturales que solucién al problema los conceptos y reglas
estén en el enunciado propuesto en la tarea, establecidas en la di-
de la tarea. ya sean divisiones, visibilidad de nume-

multiplicaciones o lis- ros naturales.

tas de factores.

Matematizacion Identificar las varia- Utilizar la compren- Comprender el al-

bles y formular su-
puestos relacionados
con la division exacta,
el teorema fundamen-
tal de la aritmética, la
congruencia modular
o el algoritmo de la di-
vision segun el pro-
blema del mundo real.

sion del contexto para
seleccionar el proce-
dimiento mas ade-
cuado segun la divisi-
bilidad de nameros
naturales.
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cance y los limites de
los modelos matema-
ticos aplicados en di-
visibilidad de nume-
ros naturales para
hallar una solucion
matematica al pro-
blema.



Tabla 1

Relacion entre procesos matemadticos y capacidades matematicas fundamentales de divisibili-
dad de numeros naturales

CMF

Procesos matematicos

Formular

Emplear

Interpretar y evaluar

Representacion

Razonamiento y argu-
mentacion

Disefio de estrategias
para resolver proble-
mas

Crear una representa-
cion de informacion
del mundo real de
acuerdo con los siste-
mas de representa-
cion. Utilizados en di-
visibilidad de
numeros naturales.

Explicar, defender o
facilitar una justifica-
cion de la representa-
cion seleccionada
para tratar la divisibi-
lidad de ntimeros na-
turales en una situa-
cioén del mundo real.

Seleccionar o disenar
un plan o estrategia
para reformular,
desde una perspectiva
matematica, proble-
mas de divisibilidad
de numeros naturales
contextualizados.

Interpretar, relacionar
y utilizar distintas re-
presentaciones

cuando se interactia
con un problema refe-
rente a divisibilidad
de numeros naturales.

Relacionar datos con
el fin de llegar a una
solucion matematica
en un problema de di-
visibilidad de nume-
ros naturales. Implica
realizar  generaliza-
ciones y desarrollar
un argumento en mul-
tiples pasos sobre este
tema.

Activar mecanismos
de control eficaces y
sostenidos en un pro-
cedimiento con multi-
ples pasos de divisibi-
lidad de numeros
naturales, con el fin de
llegar a una solucion,
conclusion o generali-
zacion matematica.
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Interpretar, comparar
o valorar dos o mas
representaciones  de
un problema que im-
plica divisibilidad de
numeros naturales.

Reflexionar sobre las
soluciones matemati-
cas, elaborar explica-
ciones y argumentos
que respalden, refuten
0 proporcionen una
solucion matematica a
un problema de divisi-
bilidad de numeros
naturales contextuali-
zado.

Diseflar e implemen-
tar una estrategia para
interpretar, valorar y
validar una solucion
matematica en un pro-
blema de divisibilidad
de numeros naturales
contextualizado.



Tabla 1

Relacion entre procesos matemadticos y capacidades matematicas fundamentales de divisibili-
dad de numeros naturales

CMF

Procesos matematicos

Formular

Emplear

Interpretar y evaluar

Utilizacién de opera-
ciones y un lenguaje
simbolico, formal y
técnico

Utilizacion de herra-
mientas matematicas

Emplear  variables,
simbolos, diagramas
y modelos estandar
apropiados para re-
presentar un problema
del mundo real rela-
cionado con la divisi-
bilidad de nameros
naturales utilizando
un lenguaje simbolico
y formal.

Utilizar el algoritmo
de la division y el teo-
rema fundamental de
la aritmética para des-
cribir relaciones ma-
tematicas.

Comprender y utilizar
constructos formales
basados en definicio-
nes, reglas y sistemas
formales en la divisi-
bilidad de numeros
naturales, asi como
mediante el empleo de
algoritmos.

Conocer y ser capaz
de utilizar adecuada-
mente las distintas he-
rramientas para la di-
visibilidad de
numeros naturales, asi
como implementar
procesos y procedi-
mientos para determi-
nar soluciones mate-
maticas.

Comprender la rela-
cion entre el contexto
del problema y la re-
presentacion de la so-
lucibn  matematica
elegida entre las utili-
zadas en la divisibili-
dad de nimeros natu-
rales.

Utilizar las herra-
mientas  correspon-
dientes a la divisibili-
dad de numeros
naturales para deter-
minar la razonabili-
dad de una solucion
matematica, asi como
sus limites y restric-
ciones, dadas las cir-
cunstancias del pro-
blema.

Nota: CMF = Capacidades Matemadaticas Fundamentales

2. EXPECTATIVAS DE NIVEL MEDIO

Las expectativas de nivel medio son los objetivos de aprendizaje de la unidad didéctica. Con ellos
buscamos guiar el progreso de los estudiantes de manera coherente y adaptada a sus necesidades.
Los dos objetivos de aprendizaje que hemos definido para la unidad didéctica sobre la divisibilidad
de nimeros naturales son los siguientes.
Objetivo 1. Comparar el residuo de divisiones para resolver problemas en diferentes contextos.
Objetivo 2. Utilizar divisores o la descomposicion factorial en la resolucion de problemas.

12



3. EXPECTATIVAS DE TIPO AFECTIVO

En el proceso educativo, consideramos de suma importancia enfocarnos en la motivacion de los
estudiantes, asi como en el reconocimiento de sus logros y errores. También, es esencial cultivar
su interés por aprender y estimular su curiosidad para aplicar los conocimientos matematicos en
su vida diaria. Por lo tanto, proponemos cuatro expectativas afectivas que permiten conectar los
aspectos cognitivos con la motivacion de los estudiantes durante el desarrollo de la unidad didac-
tica. Estas expectativas afectivas estan relacionadas con las actitudes que esperamos que los estu-
diantes desarrollen durante la ejecucion de la unidad didactica sobre la divisibilidad de numeros
naturales. En la tabla 2, presentamos cuatro expectativas de tipo afectivo. Las dos primeras se
relacionan con el objetivo 1, mientras que la primera, tercera y cuarta se vinculan con el segundo
objetivo.

Tabla 2
Listado de expectativas afectivas de la divisibilidad de numeros naturales

EA Descripcion

1 Incrementar el interés por representar un problema empleando algoritmo de la division.

2 Valorar la utilidad de los residuos obtenidos de divisiones para conocer y resolver un pro-
blema planteado.

3 Desarrollar una predisposicion favorable al emplear la descomposicion factorial para re-
solver problemas relacionados con numeros primos y compuestos.

4 Adquirir seguridad al proponer y llevar a cabo estrategias de resolucion de problemas,
utilizando, multiplos y divisores.
Nota. EA: expectativa afectiva.

4. LIMITACIONES

Entendemos por limitaciones de aprendizaje aquellas dificultades y errores en los que los estudian-
tes pueden incurrir al momento de resolver una tarea (Gonzalez & Goémez, 2018). Para la unidad
didactica, establecimos 40 errores que, a su vez, se encuentran clasificados en siete dificultades.
Estas dificultades estan asociadas con los conceptos propios de la divisibilidad de nimeros natu-
rales, los procedimientos relacionados con la divisibilidad, la utilizacion de los sistemas de repre-
sentacion con sus traducciones y la validacion de la informacion para resolver una tarea.

Como ejemplo de las limitaciones de aprendizaje, encontramos el error 30: “No identificar la
cantidad sobrante”. Este error se encuentra asociado con la dificultad para identificar los elementos
del algoritmo de la division, que impide que el estudiante encuentre la solucion del problema.

El error E7, “Considerar a todos los nimeros impares como primos y los pares como com-
puestos”, pertenece a la dificultad para distinguir nimeros primos y compuestos, que puede llevar
al estudiante a realizar una descomposicion factorial incorrecta. El error E20, “Calcular un resul-
tado diferente al cociente entre datos que estdn asociados con la tarea”, forma parte de la dificultad
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asociada con los sistemas de representacion. El error E17, “Extraer de forma incompleta los datos
relacionados con divisibilidad de nimeros naturales”, conecta con la dificultad para identificar la
informacion referente a divisibilidad de nimeros naturales. En la tabla 3, mostramos la primera
dificultad junto con los errores asociados. En el anexo 1, presentamos el listado completo de las
limitaciones de aprendizaje.

Tabla 3
Listado de dificultades y errores para la divisibilidad de numeros naturales

E Descripcion

D1 Dificultad para identificar los elementos del algoritmo de la division

1 Confundir el dividendo con otra parte de la division al identificarlo en una situacion
2 Confundir el divisor con otra parte de la division al identificarlo en una situacion

3 Confundir el cociente con otra parte de la division al identificarlo en una situacion
4 Confundir el residuo con otra parte de la division al identificarlo en una situacion

5 Utilizar la descomposicion factorial cuando se debe usar el algoritmo de la division
33  Desvincular el cociente de la pregunta de la tarea

30 No determinar la cantidad sobrante

40  Establecer que un numero es divisor cuando el residuo es diferente de cero
Nota. E: error, D: dificultad

5. CRITERIOS DE LOGRO

Para solucionar las tareas de aprendizaje, los estudiantes emplean diversas estrategias de resolu-
cidén que constan de procedimientos especificos. A estos procedimientos les damos el nombre de
“criterios de logro”. Para cada uno de los objetivos, establecemos criterios de logro distintos, ya
que varian segun los requisitos especificos de las tareas de aprendizaje (Romero & Gomez, 2014).
En la tabla 4, presentamos los criterios de logro mas relevantes para cada objetivo, y en el anexo
2, incluimos el listado completo de los criterios de logro para la unidad didéactica. Cada criterio se
etiqueta de la forma n.m donde (n) indica el objetivo al que estd vinculado el criterio de logro y
(m) se utiliza para distinguir entre los diferentes criterios de logro asociados al objetivo.
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Tabla 4

Ejemplos de criterios de logro

CdL Descripcion
Objetivo 1
CdL 1.1  Leo el enunciado y extraigo los datos que me permitan resolver la situacién plan-
teada.
CdL 1.2 Elijo una estrategia para la solucion de la situacion planteada.
CdL 1.7  Comparo los residuos obtenidos de diferentes divisiones y determino si son iguales.
CdL 1.8  Utilizo el residuo para solucionar la situacién planteada.
Objetivo 2
CdL 2.1  Leo el enunciado y extraigo los datos que me ayudaran a resolver la situacion plan-
teada.
CdL 2.2  Elijo una estrategia para la solucion de la situacion planteada.
CdL 2.3 Realizo la division y determino el cociente para dar solucion a la situacion plan-
teada.
CdL 2.4  Decido la forma en que voy a encontrar los divisores.
CdL 2.8  Decido la forma en que voy a encontrar multiplos.
CdL 2.14 Interpreto el divisor o la descomposicion factorial para dar solucidn a la situacion.

Nota: CdL: criterio de logro; SACs. secuencias de capacidades

6. GRAFOS DE CRITERIOS DE LOGRO

En este apartado, presentamos los grafos de criterios de logro correspondientes a los dos objetivos
de la unidad didéctica sobre la divisibilidad de nimeros naturales. Un grafo de criterios de logro

es una representacion visual que muestra una o mas secuencias en la que un estudiante activa los

criterios de logro para tratar de solucionar cada una de las tareas propuestas en la unidad didactica

(Romero & Gémez, 2014). En la figura 5, presentamos el grafo de criterios de logro para el primer

objetivo de la unidad didéctica.
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Figura 5. Grafo de criterio de logro del objetivo 1

Para lograr el primer objetivo de nuestra unidad didéctica, esperamos que los estudiantes desarro-
llen una serie de habilidades especificas. Inicialmente, deben leer el enunciado de la tarea e iden-
tificar los datos que consideren importantes para solucionarla (criterio de logro 1.1). Posterior-
mente, los estudiantes deben elegir una estrategia adecuada para abordar el problema (criterio de
logro 1.2). A continuacion, seleccionan una de las diferentes formas de afrontar la tarea, como
realizar agrupaciones de igual cantidad de elementos e identificar el sobrante (criterio de logro
1.3), contar de n en n para determinar si sobran elementos (criterio de logro 1.4), realizar la division
y calcular el residuo (criterio de logro 1.5), o multiplicar dos factores para encontrar el residuo
(criterio de logro 1.6). Por ultimo, utilizan el residuo calculado para encontrar la solucion a la
situacion planteada (criterio de logro 1.8).
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Figura 6. Grafo de criterio de logro del objetivo 2
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2.15 Interpreto el
divisor o la
descomposicion
factorial para dar
solucién a la
situacion

Para alcanzar el segundo objetivo de nuestra unidad didéctica, esperamos que los estudiantes de-
muestren habilidades especificas de acuerdo con los criterios de logro presentados en la figura 6.
En primer lugar, al enfrentar una situacion planteada, esperamos que los estudiantes comiencen
por leer el enunciado con atencion y extraigan los datos relevantes (criterio de logro 2.1). Luego,
deberan seleccionar una estrategia adecuada para resolver la situacion (criterio de logro 2.2). A
medida que avanzan en la resolucion, deberan realizar divisiones, determinar los cocientes nece-

sarios (criterio de logro 2.3) y decidir como encontrar los divisores requeridos (criterios de logro
24,2.5,2.6,2.7).
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Ademas, los estudiantes pueden enfrentar la situacion desde la busqueda de multiplos y tomar
decisiones sobre como encontrarlos (criterios de logro 2.8, 2.9) y, en caso necesario, utilizar he-
rramientas digitales para estas tareas (criterio de logro 2.10). También esperamos que apliquen
criterios de divisibilidad para llegar a la solucion (criterio de logro 2.11) y realicen la descompo-
sicion factorial vertical o en diagrama de arbol cuando sea necesario (criterios de logro 2.12, 2.13).
Para encontrar multiplos o divisores, los estudiantes utilizan la descomposicion factorial (criterio
de logro 2.14). Finalmente, los estudiantes deben ser capaces de interpretar el divisor o la descom-
posicion factorial para llegar a la solucion final (Criterio de logro 2.15).

/. ESQUEMA GENERAL

En este apartado, presentamos el esquema general de la unidad didéctica de divisibilidad de nu-
meros naturales. Proponemos 16 sesiones divididas en 11 sesiones de 100 minutos y cinco sesiones
de 60 minutos. En la primera sesion, proponemos una evaluacion diagnostica que permite realizar
un sondeo de los conocimientos previos que deben tener los estudiantes y asi definir los conceptos
que se van a repasar. Después se presenta el tema y se comunican los objetivos que se desean
alcanzar con la aplicacion de la unidad didéctica. En la puesta en comun de los posibles errores,
se muestra a los estudiantes de manera global los errores en los que mas incurrieron y las causas
que los pudieron llevar a ellos. Y, por tltimo, después de aplicar la unidad didactica, los examenes
finales miden el aprendizaje y logro de los objetivos de los estudiantes. En las sesiones de 100
minutos, se encuentran las tareas de aprendizaje. Estas tareas de aprendizaje son las actividades
planeadas para estudiar nuestro tema. En la tabla 5, presentamos la organizacion de las sesiones
previstas para el desarrollo de la unidad didactica.

Tabla 5
Esquema general de la divisibilidad de numeros naturales
Numero Actividad Tiempo
de sesidén
1 Evaluacion diagnostica. 60 minutos
2 Retroalimentacion de la evaluacion diagnostica. 100 minutos
3 Explicacion de los criterios de divisibilidad. 100 minutos
4 Explicacion del concepto de angulo, angulo coterminal, su 100 minutos
representacion, clasificacion y medicion con el transporta-
dor.
Explicacion de la utilidad de cada elemento de la division. 100 minutos
6 Explicacion del proceso de encontrar divisores y multiplos. 100 minutos
7 Presentacion del tema, presentacion de los objetivos de lo- 60 minutos

gro 1 y 2, entrega de los criterios de logro del objetivo 1.
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Tabla 5

Esquema general de la divisibilidad de numeros naturales

Numero Actividad Tiempo

de sesion

8 Implementacion Tarea 1.1 Bingo y diligenciamiento del 100 minutos
diario del estudiante correspondiente a la tarea.

9 Implementacion Tarea 1.2 Angulos y diligenciamiento del 100 minutos
diario del estudiante correspondiente a la tarea.

10 Puesta en comun de los posibles errores y acciones de me- 60 minutos
jora (taller).

11 Examen final primera parte. 60 minutos.

12 Implementacion Tarea 2.1 Dulces y diligenciamiento del 100 minutos
diario del estudiante correspondiente a la tarea.

13 Implementacion Tarea 2.2 Mayorista y diligenciamiento 100 minutos
del diario del estudiante correspondiente a la tarea.

14 Retroalimentacion y reflexion sobre la unidad didéctica, 100 minutos
preparacion del examen final.

15 Examen final segunda parte. 60 minutos

16 Sesion de cierre. 100 minutos
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3. TAREAS DE APRENDIZAJE Y DE
EVALUACION

En este apartado, presentamos las tareas de la unidad didactica. Iniciamos con la tarea diagnostica;
luego, presentamos las tareas de aprendizaje del objetivo 1 y del objetivo 2; y, por ultimo, presen-
tamos el examen final.

1. TAREA DIAGNOSTICA

Una tarea diagndstica es una tarea de evaluacion que permite medir los conocimientos previos de
los estudiantes y aquellos conocimientos necesarios para el desarrollo de la unidad didactica. Con-
sideramos que, para la implementacion de la unidad didéctica, los estudiantes requieren los cono-
cimientos previos que presentamos en la tabla 6.

Tabla 6

Listado de conocimientos previos de la divisibilidad de numeros naturales

CP Descripcion

1 Identificar los nimeros pares.

2 Identificar los nimeros impares.

3 Realizar multiplicaciones de nlimeros naturales.

4 Realizar divisiones de nimeros naturales.

5  Distinguir los elementos de la division (dividendo, divisor, cociente y residuo).
6  Contar de nenn.

7  Calcular los multiplos de un niimero.

8  Asociar el lenguaje usado en situaciones reales con las operaciones efectuadas para resol-

ver un problema.
9  Reconocer los factores primos de un nimero.
10  Utilizar los criterios de divisibilidad del 2, 3,4, 5, 6, 9y 10.

11  Calcular los divisores de un nimero.
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Tabla 6
Listado de conocimientos previos de la divisibilidad de numeros naturales

CP Descripcion

12 Conocer el concepto de angulo.
13 Medir un angulo usando el transportador.

14 Conocer el concepto de dngulo coterminal.
Nota. CP=conocimientos previos.

Estos conocimientos previos estan relacionados con los conceptos de paridad y angulos, en espe-
cial los coterminales. También, estan relacionados con los procedimientos de multiplicacion, divi-
sion, calculo de multiplos y divisores. La tarea diagndstica consta de 11 preguntas relacionadas
con los conocimientos previos y se encuentran en el anexo 4. Por ejemplo, el conocimiento previo
cinco, “distingue los elementos de la division (dividendo, divisor, cociente y residuo)”, esta rela-
cionada con la pregunta ocho.

8. En las siguientes divisiones, relaciona el nimero con un elemento de la division segun co-
rresponda.

3 Dividendo

54 |15 15 Cociente
9 |3 = 9 Divisor

54 Residuo

Figura 7. Imagen de la pregunta 8 prueba diagnostica

2. TAREAS DE APRENDIZAJE DEL OBJETIVO 1

Las tareas de aprendizaje son aquellas tareas que el profesor propone a los estudiantes con el pro-
posito de contribuir al logro de las expectativas establecidas y la superacion de sus limitaciones de
aprendizaje (Gémez, Velasco & Mora, 2018). En este apartado, presentamos dos tareas de apren-
dizaje del primer objetivo de nuestra unidad didactica divisibilidad de nimeros naturales. En pri-
mer lugar, ofrecemos una descripcion detallada de cada tarea. Posteriormente, enumeramos los
errores en los que los estudiantes podrian incurrir, presentamos el grafo de los criterios de logro
asociados al objetivo 1 y describimos la actuacion del profesor durante la implementacion de cada
tarea de aprendizaje. Luego, proporcionamos sugerencias metodoldgicas con instrucciones que

21



podrian brindar mayor claridad al profesor sobre lo que sugerimos que deberia hacer. Finalmente,
detallamos la evaluacion, al indicar aspectos clave en la resolucion de las tareas que podrian ob-
servarse para establecer en qué medida cada tarea funcion6 apropiadamente durante la implemen-
tacion.

2.1. Tarea T1.1 Bingo

Con la tarea T1.1 Bingo, pretendemos que los estudiantes encuentren los residuos de algunas di-
visiones e identifiquen y diferencien estos residuos de tal manera que los comparen para encontrar
los que sean iguales. Al finalizar la tarea, los estudiantes deben reconocer cuales de los numeros
tienen igual residuo al dividirlos por un mismo niimero.

Requisitos

Para el desarrollo de la tarea T1.1 Bingo, los estudiantes requieren tener conocimiento de divisio-
nes y multiplicaciones con numeros naturales, conocer las partes de la division, identificar el resi-
duo en la division y contar de n en n.

Aportes de la tarea al objetivo 1

Los estudiantes deben identificar los residuos de divisiones y compararlos para identificar cuéles
son iguales. Pretendemos que al culminar la tarea T1.1 Bingo, los estudiantes diferencien las divi-
siones de residuo cero (division exacta) de las divisiones con otros residuos (division inexacta).
Por lo tanto, los estudiantes pueden identificar si estos niumeros son divisores o no. Esperamos que
los estudiantes puedan valorar la utilidad de los residuos obtenidos de varias divisiones para cono-
cer y resolver un problema planteado. Asimismo, pretendemos incrementar el interés por repre-
sentar un problema al emplear el algoritmo de la division.

Conceptos y procedimientos

La tarea T1.1 Bingo involucra la realizacioén de divisiones por medio de diferentes tipos de repre-
sentaciones. En el desarrollo de esta tarea, también se involucra la comparacion de los residuos de
diferentes divisiones. Los procedimientos que pueden realizar los estudiantes son dibujar la canti-
dad que van a dividir y realizar grupos de la cantidad que indica el divisor del numero, para en-
contrar el residuo. También se puede contar de n en n para encontrar el residuo. Los estudiantes
pueden utilizar el algoritmo de la division para calcular el residuo.

Sistemas de representacion

Para representar la solucion de la tarea T1.1 Bingo, los estudiantes pueden optar por el sistema de
representacion pictorico, pues pueden hacer agrupamientos para encontrar los residuos. Otro sis-
tema de representacion que pueden usar es el numérico, pues se puede realizar un conjunto al
contar de n en n para encontrar el residuo. El ultimo sistema de representacion que se puede utilizar
es el simbdlico al utilizar el algoritmo de la division para realizar la division y encontrar el residuo.
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Contexto PISA en los que se situa la tarea

La tarea T1.1 Bingo est4d enmarcada en el contexto personal del marco conceptual de PISA 2012,
pues al ser en forma de juego se practica generalmente de manera individual. Personalmente, se
define si se quiere jugar o no, de tal manera que es algo personal.

Materiales y recursos

Los materiales y recursos para realizar la tarea T1.1 Bingo son los siguientes: hoja en blanco para
las operaciones, balotas enumeradas del 1 al 30, un recipiente para depositar las balotas, 16 fichas
para cubrir los nimeros de cada cartdn, cartones de bingo con 16 nlimeros, premios que quedan a
consideracion del profesor y la lista de las afirmaciones.

Formulacion

Para realizar la tarea deben reunirse en parejas. Es importante que, en una hoja marcada con
los nombres de los dos, tomen nota del paso a paso que realicen durante toda la actividad. El
profesor les entregara un carton de bingo con 16 nimeros y 16 circulos con los deben cubrir
los nimeros que cumplen con las condiciones mencionadas por el profesor al sacar cada balota.
Las instrucciones del concurso son las siguientes.

1. El profesor sacara una balota y leerd una afirmacion. El grupo debe realizar los procedi-
mientos necesarios para saber qué numeros deben tapar en su carton.

2. Se repetira la instruccion anterior hasta cubrir todos los nimeros del carton. Si alguna pareja
logra cubrir todo el carton antes que las demas parejas, debe decir jBingo!

Por ejemplo, el profesor saca la balota 4 y lee la afirmacion correspondiente a este nimero que es:
“Cubre los nimeros que no sean divisibles por 3y que al dividirse por 3 su residuo sea 1”. Cada
grupo revisa los nimeros que tiene y encuentra para cuales, al ser divididos entre tres, el residuo
es .

Agrupacion e interaccion

Esta actividad se realizard en equipos de 2 estudiantes. La interaccion se presenta entre el profesor
y los estudiantes, cuando el profesor expone la tarea y resuelve dudas al ofrecer las ayudas corres-
pondientes. También hay interaccion entre dos estudiantes cuando realizan los procedimientos ne-
cesarios para saber qué nimeros cubrir. Otra interaccién que se presenta es entre los estudiantes y
el profesor cuando los estudiantes pregunten al profesor sobre sus inquietudes o proponen diferen-
tes alternativas de solucion. Esto puede suceder durante todo el desarrollo de la tarea.

Temporalidad

La realizacion de la tarea T1.1 Bingo sera por etapas. En la primera etapa, el profesor entrega los
cartones a cada estudiante y explica las reglas del juego (10 minutos). En la segunda etapa, el
profesor comienza el juego y los estudiantes deben cubrir el carton segun los pasos indicados en
la formulacion (60 minutos). Al completar el bingo, los estudiantes deben decir al profesor (en voz
baja) los nimeros que tiene su carton para comprobar que estan bien, y si es asi, reciben un premio.
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Errores y ayudas

Cuando los estudiantes se enfrentan al desarrollo de la tarea T1.1 Bingo, es posible que incurran
en errores que les impidan realizar algiin procedimiento de manera adecuada o incluso que no le
permita encontrar una solucién a la tarea de aprendizaje. El profesor puede intervenir en el mo-
mento en que se implementa la tarea para brindar ayudas a los estudiantes y asi puedan superar sus
errores. En el desarrollo de esta tarea, identificamos que los estudiantes pueden incurrir en errores
como no obtener correctamente la cantidad sobrante o no establecer que existen nimeros distintos
que poseen la misma cantidad sobrante al dividirse en otro numero. El profesor puede brindar una
ayuda, indicandole a los estudiantes que pueden recordar explorar la tabla del numero por el cual
se desea hacer la division. Presentamos las ayudas para esta tarea en la tabla 2 del anexo 3.

Grafo de criterios de logro de la tarea

En la figura 8, presentamos el grafo de criterios de logro del objetivo 1. Los criterios de logro que
aparecen resaltados muestran las estrategias o caminos de solucion que los estudiantes pueden
tomar para resolver la tarea T1.1 Bingo.

1.3 Realizo 1.7 Comparo
agrupaciones de igual los residuos
cantidad de obtenidos de
> elementos e > diferentes —
identifico la cantidad divisiones y
de elementos que determino si
sobran son iguales

1.4 Cuento denenn,
por ejemplo, de 2 en
2,de3en3odeSen

P 5, segun la situacion
1.1 Leoel ..
enanciado 1.2 Elijo una planteaday 1.8 Utilizo el
R dy estrategia para determino la cantidad residuo para
Zi;a‘lf:pzin;:;s 1 la solucion de la — sobrante > solucionar la
S situacion Lo
Iver 1 4 situacion planteada
reso \l/)clz1 natl;l(tizamon planteada
1.5 Realizo la
P| division y determino
el residuo

Figura 8. Grafo de criterios de logro de la tarea T1.1 Bingo

Para resolver la tarea, los estudiantes leen el enunciado e identifican los datos que les permitan
resolver la situacion. Luego pueden elegir entre realizar agrupaciones, contar de n en n y realizar
la division. Después de seleccionar el procedimiento y establecer la cantidad sobrante, los estu-
diantes comparan los residuos obtenidos. Finalmente, establecen si la respuesta obtenida da solu-
cion a la situacion planteada.
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Actuacion del profesor

Sugerimos que el profesor presente a los estudiantes el carton de bingo como la herramienta a
utilizar y la forma en que se va a ejecutar el cubrimiento de cada numero, para asi procurar que
esta se haga correctamente. Ademas, se sugiere hacer un seguimiento a los diferentes procedimien-
tos para identificar los errores en los que los estudiantes incurren y asi poder brindar la ayuda
adecuada. Luego de encontrar la solucion a alguna afirmacion indicada en el juego, es importante
que se realice una puesta en comun para que cada grupo de estudiantes pueda valorar e identificar
diferentes opciones de solucion de la siguiente afirmacion que surja de la balota extraida.

Sugerencia metodologica

Durante la aplicacion de la tarea T1.1 Bingo, el profesor debe estar al tanto de cada paso que
realicen los grupos de estudiantes, con el fin de establecer si comprendieron adecuadamente las
instrucciones de la tarea. El profesor debe verificar que la forma de encontrar la cantidad sobrante
es la correcta. El profesor también debe estar al tanto del registro de la produccion escrita de cada
grupo, algo que es solicitado en el planteamiento de la tarea, ya que este es el recurso para valorar
mas adelante el logro del objetivo. Por ultimo, sugerimos que el profesor realice una puesta en
comun sobre la manera en que cada grupo llevo a cabo el desarrollo de la tarea, con el fin de
identificar el tipo de soluciones obtenidas por los grupos; por ejemplo, qué grupo emplea el algo-
ritmo de la division, cudl cuenta de n en n y cudl simplemente verifica la tabla del divisor para
determinar la cantidad sobrante (residuo).

Evaluacion de la tarea

Los productos de la tarea T1.1 Bingo son el carton cubierto en su totalidad y la hoja con los pro-
cedimientos realizados por los estudiantes. A partir de lo expuesto en estas hojas, el profesor puede
identificar los errores mas frecuentes en los que incurrieron los estudiantes e incluso determinar si
estos errores explican que no pudieron terminar con éxito la tarea. De igual manera, el profesor
puede asignar una valoracion cuantitativa.

2.2. Tarea T1.2 Angulos

El objetivo de la tarea T1.2 Angulos es que los estudiantes desarrollen la capacidad de identificar
el residuo en una operacion y relacionarlo con el contexto de la tarea. Queremos que puedan de-
terminar cudntas vueltas completas (360°) contiene un angulo especifico y establecer una correla-
cion con el cociente resultante. Ademas, pretendemos que reconozcan la importancia de calcular
el residuo para encontrar el angulo coterminal deseado; es decir, que comprendan que el residuo
calculado en la division es el angulo coterminal correspondiente al dngulo dado. Esta tarea les
permitird comparar residuos de divisiones y aplicar esta habilidad de manera efectiva en el con-
texto de los angulos coterminales.

Requisitos

Para llevar a cabo la tarea T1.2 Angulos, los estudiantes deben emplear sus conocimientos previos
sobre la multiplicacion y la division de numeros naturales. De igual manera, necesitan identificar
los elementos de la division, en particular, el residuo. Ademas, deben poseer la habilidad de contar
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de n en n y relacionar el lenguaje cotidiano con las operaciones matematicas. Requieren compren-
der como se miden los angulos al utilizar el transportador y entender el concepto de angulo coter-
minal.

Aportes de la tarea al objetivo 1

Con esta tarea, esperamos que los estudiantes identifiquen los elementos de la division (divisor,
dividendo, cociente, residuo) en una situacion en contexto. De esta manera, esperamos que evaltien
la utilidad de los residuos resultantes de divisiones como una herramienta para comprender y re-
solver un problema planteado.

Formulacion

Para realizar la tarea, deben reunirse en parejas. Uno de los dos integrantes sera el lider del
equipo. Es importante que, en una hoja marcada con los nombres de los dos, vayan tomando
nota del paso a paso que realicen durante toda la actividad. El profesor les entregara cinco
circulos en cartulina. Deben usar uno para cada ejercicio propuesto. Las instrucciones del con-
curso son las siguientes.

1. Para el angulo que escriba el profesor en el tablero, encuentren el angulo coterminal menor
de 360°. Con ayuda del transportador dibtjenlo en uno de los circulos de cartulina que les
entregod el profesor e indiquen cuantas veces completaron la circunferencia para encontrar el
angulo coterminal.

2. El profesor recibira los resultados obtenidos por los diez primeros equipos que entreguen en
cada ejercicio. Si el resultado es correcto el equipo recibira veinte puntos.

3. Al finalizar la actividad, el profesor recogera los circulos de todos los equipos y, por cada
ejercicio solucionado correctamente, otorgara una puntuacion de diez, si no recibié puntos en
el concurso.

4. El profesor realizara retroalimentacion para cada punto en el tablero.

Tabla 7 )
Listado de angulos a aplicar en la tarea T1.2 Angulos
1. 1470

2. 750

3. 1520

4. 390

5. 2910

Conceptos y procedimientos
En el desarrollo de la tarea T1.2 Angulos, se involucran conceptos como los elementos de la divi-
sion y se relaciona el residuo de divisiones con el concepto de d&ngulo coterminal. Esta tarea implica
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procedimientos que permiten calcular el residuo de una division. Este procedimiento puede ser
llevado a cabo con los diferentes sistemas de representacion que describiremos a continuacion.

Sistemas de representacion

Para solucionar la tarea T1.2 Angulos, los estudiantes pueden utilizar uno de cuatro sistemas de
representacion. El sistema de representacion simbolico se emplea cuando los estudiantes aplican
el algoritmo de ladivision(D = d * ¢ + r)(r = D — d * c)paracalcular el residuo, al restar
el producto del divisor y el cociente al dividendo. En este caso, el dividendo representa el angulo
indicado por el profesor, el divisor es de 360° y el residuo es el angulo coterminal. El sistema de
representacion numérico se aplica cuando los estudiantes cuentan de n en n; en este caso, cuentan
de 360° en 360°. El sistema de representacion grafico se utiliza cuando los estudiantes dibujan una
espiral que indica las vueltas completas que dan hasta encontrar el angulo coterminal. El sistema
de representacion ejecutable se aplica cuando los estudiantes utilizan la herramienta digital de su
preferencia, como WolframAlpha o GeoGebra, para encontrar el residuo (dngulo coterminal).

Contextos PISA en los que se situa la tarea

La tarea T1.2 Angulos estd en marcada en el contexto cientifico segiin el marco conceptual PISA
2012: “Los contextos concretos podrian incluir (pero no limitarse a) areas como la meteorologia o
el clima, la ecologia, la medicina, las ciencias espaciales, la genética, las mediciones y el propio
mundo de las matematicas.” (Ministerio de Educacion, 2013, pag. 24). La tarea T1.2 implica el
calculo del angulo coterminal a partir de un angulo dado. Los estudiantes deben determinar el
residuo al dividir el angulo proporcionado por el profesor entre 360°, que representa una vuelta
completa. El residuo obtenido en la division realizada corresponde al &ngulo coterminal buscado.

Materiales y recursos

Los materiales requeridos por los estudiantes para el desarrollo de la tarea T1.2 Angulos son cinco
circulos en cartulina con un plano cartesiano dibujado, transportador, calculadora o aplicacion ma-
tematica y una hoja para operaciones.

Agrupamiento e interacciones

Inicialmente, el profesor interactiia con los estudiantes para indicar que deben agruparse en parejas.
El profesor presentard a los estudiantes cada angulo que deben realizar en los circulos. El profesor
revisa cada ejercicio de la tarea y asigna los puntos a los estudiantes. Los estudiantes interactian
en parejas cuando hacen los célculos necesarios para determinar el residuo (angulo coterminal).
Los estudiantes interactiian en gran grupo cuando comparten con todos los demés grupos las solu-
ciones obtenidas.

Temporalidad de la tarea

Inicialmente, se agrupan los estudiantes (5 minutos), el profesor presenta la tarea y explica la forma
de trabajo (10 minutos). Después, los estudiantes resuelven cada angulo presentado por el profesor
(10 minutos por ejercicio). Finalmente, el profesor realiza una retroalimentacion del proceso de
obtencidn de los angulos coterminales (15 minutos).
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Errores y ayudas

En el desarrollo de la tarea T1.2 Angulos, es probable que los grupos de estudiantes incurran en
alguno de los errores previstos. Por ejemplo, es posible que los estudiantes dividan la cantidad
dada en grupos de diferente cardinal al utilizar sistema de representacion pictorico. Para esto, el
profesor puede solicitar a los estudiantes que muestren, en el circulo, si las vueltas que hicieron
estan completas y son del mismo tamafo; es decir, de 360°. De esta manera, el profesor puede
brindar las ayudas correspondientes para que los estudiantes superen las dificultades que se pre-
senten en esta tarea. En la tabla 4 del anexo 3, presentamos las ayudas completas para esta tarea.

Grafo de criterios de logro de la tarea

En la figura 9, presentamos el grafo de criterios de logro del objetivo 1. Los criterios de logro que
aparecen resaltados muestran las estrategias o caminos de solucion que los estudiantes pueden
tomar para resolver la tarea T1.2 Angulos.

1.4 Cuento denenn,
por ejemplo, de 2 en
2,de3en3o0deSen

P 5, segin la situacion
erllilln;ea%zly 12 Elijp una “ plgntelada yt.d ] 1.8 Utilizo el
extraigo los datos estrategia para c ermm]c; a ct:an 1da ~ remdgo para
que me permitan Pl la so.lu01qn dela sobrante . sol.umonar la
. - situacion situacion planteada
resolver la situacion
planteada
planteada
1.5 Realizo la
P{ division y determino
el residuo
1.6 Realizo la
multiplicacion entre
divisor y cociente
.
>

para asi poder
calcular el residuo
segun la situacion
planteada

Figura 9. Grafo de criterios de logro tarea T1.2 Angulos

Para resolver la tarea, los estudiantes leen el enunciado e identifican los datos que les permitan
resolver la situacion. Luego pueden elegir entre la multiplicacion entre divisor y cociente; es decir,
pueden multiplicar el &ngulo 360° por diferentes numeros naturales hasta aproximarse al angulo
dado y luego determinar el d&ngulo que falta para llegar al coterminal. También, pueden realizar la
division del angulo dado entre 360° y asi encontrar el residuo que representa el angulo coterminal.
Finalmente, pueden decidir contar de n en n, al marcar las vueltas completas que se le da al circulo
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(360°), para luego establecer el angulo faltante para llegar al coterminal. Después de seleccionar
el procedimiento y establecer la cantidad sobrante, los estudiantes analizan el residuo obtenido.
Finalmente, establecen si la respuesta obtenida da solucion a situacion planteada.

Actuacion del profesor

Para esta tarea el profesor debe procurar que cada estudiante tenga claro en qué consiste la obten-
cioén de un angulo coterminal, la manera en que se agruparan los estudiantes, y los materiales y
recursos que se utilizaran. También, sugerimos hacer una ronda de prueba y asi terminar de mostrar
con exactitud la finalidad de la tarea. El profesor tendréa que verificar que todos los integrantes del
grupo trabajen y se apoyen en la solucion, para que asi pueda brindar las ayudas respectivas cuando
identifique que han incurrido en algtn error. Al finalizar cada ronda, es importante que se realice
una puesta en comun para que cada grupo de estudiantes pueda tener varias opciones de solucion
del siguiente angulo a representar.

Sugerencias metodologicas

Sugerimos que, para el desarrollo de esta tarea, el profesor preste mucha atencion a la obtencion
del angulo coterminal y en especial al procedimiento que realicen los grupos de estudiantes, con
el fin de establecer si comprendieron adecuadamente las instrucciones de la tarea. El profesor debe
verificar que la forma de encontrar la cantidad sobrante es la correcta. También, el profesor debe
estar al tanto del registro de la produccion escrita de cada grupo, solicitado en el planteamiento de
la tarea y la representacion de la solucidn, ya que este es el recurso para valorar mas adelante el
logro del objetivo. Por ultimo, sugerimos que el profesor realice una puesta en comun sobre la
manera en que cada grupo llevo a cabo el desarrollo de la tarea, es decir, la forma que emple6 para
determinar el sobrante (angulo coterminal).

Evaluacion de la tarea

Para que el profesor pueda reconocer si los estudiantes alcanzaron el objetivo de la tarea puede
analizar los productos de esta tarea: los diferentes circulos con la representacion del angulo coter-
minal y la hoja con los procedimientos realizados por los estudiantes. A partir de lo expuesto en
estas hojas, el profesor puede identificar los errores mas frecuentes en los que incurrieron los es-
tudiantes e incluso determinar si, debido a estos errores, no pudieron terminar con éxito la tarea.
Ademas de otorgar una calificacion cualitativa por la participacion y desarrollo de la tarea, el pro-
fesor puede evaluar cuantitativamente el alcance de la tarea frente al logro del objetivo, al estable-
cer si los procedimientos que los grupos de estudiantes registraron son correctos.

3. TAREAS APRENDIZAJE DEL OBJETIVO 2

En este apartado, presentamos el disefo de las tareas de aprendizaje del objetivo 2 y la lista de
anexos necesarios para estas tareas.

3.1. Tarea T2.1 Dulces
Con la tarea T2.1 Dulces, pretendemos que los estudiantes establezcan la divisibilidad con el con-
cepto de divisor al reconocer que el residuo es cero.
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Requisitos

Para el desarrollo de la tarea T2.1 Dulces, los estudiantes necesitan los siguientes conocimientos
previos: deben contar de n en n, distinguir entre nimeros primos y compuestos, identificar nimeros
pares e impares, llevar a cabo operaciones de multiplicacion y division con nimeros naturales,
comprender los elementos de la division, calcular multiplos de un nimero y sus divisores, relacio-
nar el lenguaje cotidiano con las operaciones matematicas, realizar agrupaciones de igual cantidad
de elementos, reconocer los factores primos de un niimero y aplicar criterios de divisibilidad.

Aportes de la tarea al objetivo 2

Al culminar la tarea T2.1 Dulces, pretendemos que el estudiante diferencie las divisiones de resi-
duo cero (division exacta) de las divisiones con otros residuos (division inexacta). Por lo tanto, los
estudiantes pueden identificar si estos numeros, que hacen referencia a las agrupaciones de canti-
dades, son divisores o no de las cantidades de niimeros suministradas. Nuestra intencion es que,
mediante el agrupamiento de cantidades, los estudiantes sean capaces de establecer la relacion de
ser divisor entre numeros naturales. Ademas, deseamos que los estudiantes adquieran un aprendi-
zaje significativo sobre divisores y su aplicacion en diferentes contextos. Asimismo, esperamos
que los estudiantes adquieran seguridad al proponer y llevar a cabo estrategias de resolucion de
problemas, asi como al utilizar multiplos y divisores.

Conceptos y procedimientos

El concepto que involucra la tarea T2.1 Dulces es la realizacion de divisiones por medio de dife-
rentes tipos de representaciones. De igual manera, involucra el analisis del residuo al establecer
que este sea igual a cero. Asi mismo, los estudiantes determinan los divisores de los nimeros,
representados para esta tarea en particular con la cantidad de dulces para distribuir en las sorpresas.

Sistemas de representacion

Para representar la solucion de la tarea, los estudiantes pueden optar por varios sistemas de repre-
sentacion. En particular, el sistema de representacion ejecutable GeoGebra permite, con el co-
mando ListaDivisores, encontrar todos los divisores que tiene un numero. Otro sistema de repre-
sentacion que se asocia muy bien al desarrollo de la tarea es el manipulativo, pues los dulces se
presentan como un material concreto muy motivador para el estudiante.

Contextos Pisa en los que se situa la tarea

La tarea T2.1 Dulce esta enmarcada en el contexto personal, pues la situacion que se plantea es
construir unas sorpresas para una fiesta de disfraces. Del mismo modo, la tarea se enmarca en el
contexto social, debido a que se centra en su comunidad y eventos que cotidianamente desarrollan.

Materiales y recursos

Los materiales y recursos para realizar la tarea T2.1 Dulces son los siguientes: tres bolsas de dul-
ces, una caja con 60 bolsas para que los estudiantes tomen las que necesiten, lapiz, cuaderno y un
dispositivo movil (Celular o Tablet).
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Formulacion

Para desarrollar la tarea, los estudiantes deben organizarse en grupos de cuatro personas. Es
importante que, en una hoja marcada con los nombres de los integrantes del grupo, registren
el procedimiento empleado para la solucion de la tarea.

Se va a realizar la fiesta de Halloween y se deben formar sorpresas para los invitados. Para
ello, se entregan tres bolsas de diferentes tipos de dulces con distintas cantidades: Trululu aros
por 30 unidades, Frunas por 20 unidades y Masmelos por 10 unidades. Con su grupo, estan
encargados de elaborar las sorpresas de la fiesta con los dulces entregados y distribuirlos de
forma equitativa y sin que sobren dulces de ningun tipo. Para armar las sorpresas, deben tomar
la cantidad de bolsas para sorpresas que consideren necesarias. Estas estan ubicadas en la mesa
central del salon. Ustedes deben pensar en al menos tres cantidades diferentes de invitados
para la fiesta. Estas tres cantidades deben ser divisores de 30, 20 y 10, respectivamente. A
partir de esto, deben determinar la cantidad de bolsas que deben tomar de la mesa. Luego,
deben responder, en la hoja, la siguiente pregunta: ;qué cantidad de dulces de cada tipo ponen
en cada sorpresa? Posteriormente, deben elegir a un representante del grupo para que comuni-
que a los demas compafieros como lograron saber cuantas sorpresas elaborar y cuantos dulces
poner en cada una.

Agrupacion e interaccion

El desarrollo de la tarea se realizard en grupos de cuatro estudiantes. La interaccion se presenta
entre el profesor y los estudiantes, cuando el profesor expone la tarea y resuelve dudas. También
hay interaccion entre los estudiantes cuando realizan los procedimientos necesarios para saber la
cantidad de sorpresas que deben crear. Otra interaccion que se presenta es entre los estudiantes y
el profesor cuando los estudiantes preguntan al profesor sobre sus inquietudes. Esta interaccion se
puede dar durante todo el desarrollo de la tarea.

Temporalidad

Para el desarrollo de la tarea, se deben tener presente los siguientes momentos y los tiempos asig-
nados a cada uno de ellos. En 5 minutos, el profesor solicita a los estudiantes organizar grupos de
cuatro personas. En 5 minutos, el profesor comparte con los estudiantes la formulacion de la tarea.
En 30 minutos, los estudiantes realizan la reparticion como ellos la consideran adecuada y escriben
los resultados o comentarios a medida que realizan la actividad. En 30 minutos, se hace la interac-
cidn en gran grupo: el representante designado de cada grupo hace una puesta en comun sobre los
resultados y los procedimientos que los estudiantes usaron para llegar a acuerdos. Finalmente, en
30 minutos, el profesor hace la retroalimentacion a los estudiantes y cierra la actividad.

Errores y ayudas

En el desarrollo de la tarea T2.1 Dulces, identificamos que los estudiantes pueden incurrir en erro-
res como desconocer la relacion de divisor o descomposicion factorial en situaciones relacionadas
con divisibilidad de nimeros naturales. El profesor puede brindar una ayuda al decirles a los estu-
diantes que usen la tabla de multiplicar del numero por el cual se desea hacer la division. Presen-
tamos las ayudas para esta tarea en la tabla 8.
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Tabla 8
Descripcion de las ayudas de la tarea T2.1 Dulces

E A Descripcion
16 16 (Esos datos son los necesarios para resolver el problema?
17 17 (Consideras que tienes todos los datos necesarios para solucionar el problema?
18 18 (El resultado que encontraste da respuesta a lo que solicita la tarea?
20 19 Explicame en como obtuviste estos resultados
25 25 Verifica tu lista de divisores.
26 26 (Seguro que usaste todos los factores de la descomposicion?
27 27 Verifica tu lista de multiplos en el rango dado.
28 27 Verifica tu lista de multiplos en el rango dado.
32 32 Vuelve a realizar la lectura del enunciado. {Qué informacion te esta solicitando
la tarea?
33 33 (Qué te esta solicitando el enunciado?
40 40 Realiza la verificacion del algoritmo de la division
39 39 Verifica cudl funcion estas usando en el programa para calcular los divisores.

Nota. E = error; A = ayuda.

Grafo de criterios de logro

En la figura 10, presentamos el grafo de criterios de logro del objetivo 2. Los criterios de logro
que aparecen resaltados muestran las estrategias o caminos de solucion que los estudiantes pueden
tomar para resolver la tarea T2.1 Dulces.
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Para resolver la tarea, los estudiantes leen el enunciado e identifican los datos que les permitan
resolver la situacion. Luego, deben elegir la forma en que desean encontrar los divisores: usar la
descomposicion factorial (Criterio de logro 2.7), realizar la division (criterio de logro 2.8) o em-
plear una herramienta tecnologica (criterio de logro 2.9). Lo mismo sucede al encontrar los multi-
plos, pero las formas de estos son realizar multiplicaciones (criterio de logro 2.11), uso de una
herramienta tecnologica (criterio de logro 2.12) o al aplicar criterios de divisibilidad (criterio de
logro 2.13). Finalmente, establecen si la respuesta obtenida da la solucion a la situacion planteada.

Actuacion del profesor

Sugerimos que el profesor presente a los estudiantes la situaciéon como un reto que los involucra.
Los dulces funcionan como material concreto y las sorpresas deben cumplir con las condiciones
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Figura 10. Grafo de criterios de logro de la tarea 2.1 Dulces
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de no sobrar ningtn dulce y que sean dulces de todos los tipos. Ademas, sugerimos hacer un se-
guimiento a los diferentes procedimientos para identificar los errores en los que los estudiantes
incurren y asi poder brindar la ayuda adecuada. Luego de encontrar una forma de creacion de las
sorpresas, es importante que se realice una puesta en comun en la que el representante de cada
grupo expone la solucion que lo llevo a determinar la cantidad de sorpresas y la cantidad de dulces
en cada una de ellas.

Sugerencias metodologicas

Durante la implementacion de la tarea T2.1 Dulces, el profesor debe estar al tanto de cada paso
que realicen los grupos de estudiantes, con el fin de establecer si comprendieron adecuadamente
las instrucciones de la tarea. El profesor debe verificar la forma en que determinaron la cantidad
de sorpresas. También, el profesor debe estar al tanto del registro de la produccion escrita de cada
grupo y de la forma en que realizaron el planteamiento de la tarea. Particularmente, el grupo ex-
pondra la manera en la que encontraron los divisores, ya que este es el recurso para valorar mas
adelante el logro del objetivo. Por tltimo, sugerimos que el profesor realice una puesta en comun
sobre la manera en que cada grupo llevo a cabo el desarrollo de la tarea, con el fin de conocer la
manera en que se establecio la cantidad de sorpresas.

Evaluacion de la tarea

El producto de esta tarea de aprendizaje es la totalidad de las sorpresas y la hoja con los procedi-
mientos realizados por los estudiantes. A partir de lo expuesto en estas hojas, el profesor puede
identificar los errores mas frecuentes en los que incurrieron los estudiantes e incluso determinar,
si debido a estos errores, no pudieron terminar con éxito la tarea. De igual manera, el profesor
puede determinar cuales de los procedimientos estan correctos; es decir, si la forma de encontrar
los divisores en realidad permiti6 la solucion de la tarea, si se cumpli6 con todas las especificacio-
nes frente a la cantidad de dulces y si la agrupacion de estos en una sorpresa contiene la variedad
requerida. A partir de estos procedimientos, el profesor puede asignar una valoracion cualitativa y
establecer cudles fueron los sistemas de representacion usados por los estudiantes.

3.2. Tarea T2.2 Mayorista

El objetivo de la tarea de aprendizaje T2.2 Mayorista es que los estudiantes calculen los divisores
de un numero mediante diversas técnicas, incluida la descomposicion factorial. Esperamos que los
estudiantes establezcan conexiones entre los divisores de un ntimero y la resolucion de problemas.
Deseamos que los estudiantes puedan determinar de cudntas maneras diferentes pueden cortar tres
rollos de tela al utilizar los divisores de la longitud de los rollos y que establezcan cudl es la mayor
cantidad de trozos que se pueden obtener del mismo color. Asimismo, pretendemos que adquieran
confianza al proponer y llevar a cabo estrategias para la solucion de problemas en los que utilicen
divisores.

Requisitos

Para poder desarrollar la tarea T2.2 Mayorista, los estudiantes deben relacionar conceptos previos,
como identificar nimeros pares o impares; realizar multiplicacion y division de nimeros naturales;
conocer los elementos de la division; contar de n en n; calcular los multiplos de un nimero; calcular
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los divisores de un niimero; asociar el lenguaje cotidiano con la operacion; reconocer los factores
primos de un nimero; y medir longitudes con una regla.

Aportes de la tarea al objetivo 2

Con la tarea T2.2 Mayorista, esperamos que los estudiantes utilicen diferentes técnicas para en-
contrar los divisores de un numero natural. Dentro de estas técnicas, esperamos que utilicen la
descomposicion factorial. Finalmente, que relacionen los divisores encontrados con la solucion al
problema planteado.

Conceptos y procedimientos
En el desarrollo de la tarea T2.2 Mayorista se involucran conceptos como divisor, factores primos
y descomposicion factorial. En esta tarea, se pueden utilizar procedimientos que permiten calcular
los divisores de un niimero natural por medio de los diferentes sistemas de representacion que
describimos a continuacion.

Sistemas de representacion
Para solucionar la tarea T2.2 Mayorista, los estudiantes pueden usar diferentes sistemas de repre-
sentacion. El sistema de representacion simbolico se emplea cuando los estudiantes aplican el al-

goritmo de la division (D = d * ¢ + r). Cuando el residuo es cero (¢ = g), dividen el divi-

dendo entre el divisor para calcular el cociente. El sistema de representacion pictdrico se utiliza
cuando los estudiantes realizan la descomposicion factorial vertical o en diagrama de arbol para
encontrar los divisores. El sistema de representacion ejecutable se utiliza cuando los estudiantes
encuentran los divisores de un nimero con ayuda de una herramienta digital.

Contexto PISA en los que situa la tarea

La tarea de aprendizaje T2.2 Mayorista se ubica en un contexto personal, pues la cuestion que
plantea es de qué maneras se pueden cortar las telas para cumplir los requerimientos del comprador
interesado. Segun el marco conceptual PISA 2012, “Los tipos de contexto que pueden considerase
personales incluyen (pero no se limitan a) aquellos que implican la preparacion de los alimentos,
las compras, los juegos, la salud personal, el transporte personal, los deportes, los viajes, la plani-
ficacion personal y las propias finanzas” (Ministerio de Educacion, 2013).

Materiales y recursos
Para esta tarea, se requiere diez cuerdas de cada color (verde 36 cm, roja 23cm y amarilla 15 cm),
regla, tijeras punta roma, 1apiz o esfero, cuaderno y un dispositivo moévil (Celular o Tablet).

Formulacion

Para realizar la tarea, deben reunirse en equipos de 4 estudiantes. Es importante que, en una
hoja marcada con los nombres de los integrantes, tomen nota del paso a paso que realicen
durante toda la actividad.
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Un almacén de telas tiene tres rollos de tela que hace mucho no salen para la venta. Estos tres
rollos son de color verde, rojo y amarillo. Los rollos tienen largo de 36m, 23m y 15m, respec-
tivamente. Un cliente mayorista va a comprar toda la tela de esos tres rollos con las siguientes
condiciones:

¢ Elcliente requiere que la tela sea cortada.

¢ Lostrozos de cada color deben ser del mismo largo, pero los trozos de diferente color
pueden ser de diferente largo.

¢ Los trozos de cada color deben ser la mayor cantidad posible.

¢ La longitud en metros de los trozos resultantes deben ser un niimero natural mayor
que 1.

¢ El duefio del almacén accede, pero no sabe de qué largo deben ser los trozos de tela
resultantes.

Junto con tu equipo de trabajo, ayuden al duefio del almacén a vender la tela. Para simular el
proceso de cortado de las telas, utilicen los trozos de cuerda, la regla y las tijeras que fueron
entregadas por el profesor a cada grupo, y asi responder las siguientes preguntas.

¢ ;De qué maneras se puede cortar la tela de color verde?

¢ ;De qué maneras se puede cortar la tela de color rojo?

¢ ;De qué maneras se puede cortar la tela de color amarillo?
*

(De qué color son la mayor cantidad de trozos y por qué?

Agrupacion e interaccion

Los estudiantes se organizaran en equipos de cuatro personas. Cada equipo designa a un escritor
responsable de tomar apuntes. En conjunto, cada equipo consensuard los datos relevantes que irdn
en la hoja de trabajo. Al concluir la actividad, un representante de cada equipo compartira los
resultados y los procedimientos empleados. Bajo la guia del profesor, se registraran en el tablero
las similitudes y diferencias entre los métodos utilizados por los equipos, para llegar a acuerdos y
generalizaciones. Posteriormente, con la colaboracion de los estudiantes, el profesor formalizara
los acuerdos sobre las diferentes formas de encontrar los divisores de un numero.

Temporalidad

Los estudiantes inicialmente se ubican en los equipos de trabajo (5 minutos). El profesor presenta
la tarea y explica la forma de trabajo (10 minutos). Los estudiantes resuelven la tarea (35 minutos).
Un estudiante por grupo comunica los pasos que los llevaron a la solucion de la tarea (15 minutos).
Finalmente, el profesor y los estudiantes construyen los acuerdos sobre las diferentes formas de
encontrar los divisores (10 minutos).

Errores y ayudas

Al tratar de resolver la tarea T2.2 Mayorista, los estudiantes podrian incurrir en diferentes errores.
Por ejemplo, podrian equivocarse al calcular el cociente deseado al seleccionar datos inadecuados
de la informacién proporcionada en la tarea. En ese caso, el profesor pedira al estudiante que haya
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incurrido en ese error que explique por qué eligio esos datos para realizar la division, para ayudarlo
a identificar su error. Otro error en el que los estudiantes pueden incurrir es la omision de algun
divisor del niumero al que le buscan los divisores. En este caso, el profesor solicitara al estudiante
revisar la lista de divisores encontrados. El propdsito de estas ayudas es que los estudiantes puedan
darse cuenta de sus errores y corregirlos por si mismos. El listado de errores y dificultades se
encuentra en el anexo 3.

Grafo de criterios de logro

En la figura 2, mostramos el grafo de criterios de logro del objetivo 2. Dentro de este grafo, desta-
camos los criterios de logro que el estudiante puede activar al resolver la tarea de aprendizaje T2.2
Mayorista. En primer lugar, los estudiantes deben identificar los datos que consideran relevantes
para resolver la tarea. A continuacion, los estudiantes deben decidir si encontraran los divisores
del nimero mediante la descomposicion factorial u otro método. En el caso de optar por la des-
composicion factorial, pueden realizarla por medio de la descomposicion vertical o mediante un
diagrama de arbol. Si eligen encontrar los divisores por otros métodos, pueden recurrir al algoritmo
de la division o incluso utilizar una herramienta digital. También pueden identificar divisores con
los criterios de divisibilidad. Finalmente, los estudiantes deben relacionar los resultados encontra-
dos con la solucion de la situacion planteada.
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2.1 Leo el enunciado
y extraigo los datos
que me ayudaran a
resolver la situacion

planteada.

2.3 Realizo la
division y determino
el cociente para dar

solucion a la
situacion planteada.

>

2.2 Elijo una
estrategia para
la solucion de

la situacion

planteada.

Figura 11. Grafos de criterios de logro de la tarea 2.2 Mayorista

Actuacion del profesor
En la implementacion de la tarea de aprendizaje T2.2 Mayorista, el profesor debe incentivar a los
estudiantes para que cada grupo trabaje en equipo. Una forma de motivarlos es preguntar indivi-
dualmente coémo creen que deberian resolver la tarea y qué procedimientos pueden usar. El profe-
sor debe alentar a los estudiantes a expresar sus ideas y escuchar las de los demas para que puedan
llegar a acuerdos que les ayuden a resolver la tarea. Es imperativo que el profesor celebre los logros
de los equipos que resuelvan correctamente cada ejercicio en el tiempo establecido. Los estudian-
tes se percatardn de que el rollo de tela de 23m solo puede ser cortado en trozos de Im o en un solo

2.4 Decido la forma
€N VOy a encontrar =

2.5 Realizo la
descomposicion
factorial y encuentro
todos los divisores.

los divisores.

A 4

2.6 Divido y
encuentro todos los
divisores.

2.7 Uso herramientas
digitales para
encontrar todos los
divisores.

2.12 Realizo la
descomposicion
factorial vertical para
solucionar la
situacion planteada

A 4

2.13 Realizo la
descomposicion
factorial en diagrama
de arbol para
solucionar la
situacion planteada
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trozo de 23m. Es muy posible que realicen preguntas sobre ese trozo de tela en particular. Enton-
ces, el profesor les puede decir que verifiquen la descomposicion factorial de las longitudes de los
rollos de tela. El profesor supervisa los procedimientos de los equipos, identifica errores, brinda
asistencia, revisa los resultados y ayuda a consolidar distintas formas de encontrar divisores des-
pués de las presentaciones de los equipos.

Sugerencias metodologicas

Recomendamos que el profesor desempefie un papel de moderador para el buen trabajo de los
equipos. Proponemos que el profesor indique a los estudiantes que, antes de cortar las telas (tiras
de cuerda), midan con precision con la regla y verifiquen las condiciones. Asimismo, si incurren
en errores al cortar, les puede indicar que lo intenten nuevamente, ya que, en el material entregado,
hay suficiente material de sobra. Es importante que el profesor verifique que los cortes que vayan
a realizar los estudiantes sean decididos por procedimientos matematicos que hayan realizado y
que estos procedimientos estén evidenciados en la hoja correspondiente. Si los estudiantes realizan
cortes erroneos, el profesor les puede ayudar a superar sus errores procedimentales haciendo uso
de las herramientas de ayuda disponibles en el anexo 3, para garantizar asi la comprension del uso
y célculo de los divisores. Por ultimo, después de que todos los equipos hayan terminado y entre-
gado, el profesor debera orientar a los estudiantes en la concrecion de la solucion de la tarea y en
las posibles formas de resolverla a partir de los procedimientos que utilizaron los grupos.

Evaluacion de la tarea

El producto final de la tarea de aprendizaje T2.2 Mayorista son las tiras de colores que se recortan
de acuerdo con los divisores de la longitud de cada tela, asi como los procedimientos registrados
en las hojas de tarea. A partir de los segmentos de cuerda y los procedimientos registrados por los
equipos, es necesario identificar los procedimientos mas frecuentemente utilizados, los errores mas
comunes y los procedimientos que se llevaron a cabo correctamente. El profesor verificard que los
estudiantes hayan cortado la tela a partir de los divisores, al asegurarse de que cada color de tela
representado con la cuerda esté cortado de acuerdo con todas las posibilidades. El profesor com-
probara que los cortes realizados por los estudiantes coincidan con lo registrado en las hojas de
procedimientos. Esta informacion serd utilizada para evaluar la tarea. Una vez completada esta
fase y la concrecion de la parte final de la tarea, se planeara una retroalimentacion por parte del
profesor.

4. EXAMEN FINAL

En este apartado, presentamos el examen final de la unidad didéctica (ver anexo 5). El examen
final estd divido en dos partes. Cada parte evalia un objetivo. Proponemos en el examen final ocho
actividades. Las primeras tres actividades evaluan el primer objetivo y las cinco tltimas el segundo
objetivo. Los estudiantes deben desarrollar el examen final de manera individual en una sesion de
60 minutos. A continuacion, presentamos el disefio del examen final para la unidad didéctica de
divisibilidad de nimeros naturales.
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4.1. Actividades primera parte
En este apartado, presentamos la primera parte del examen final. Con estas actividades, evaluamos
el primer objetivo de aprendizaje.

Actividad 1

Llena la tabla con la informacion solicitada.

Numero Residuo al dividir 2

25
16
23
47
64

De acuerdo con la tabla anterior, escribe los nimeros que tiene el mismo residuo al dividir por
2.

Numero Residuo al dividir 3

25
16
23
47
64

De acuerdo con la tabla anterior, escribe los nimeros que tiene el mismo residuo al dividir por
3.

Numero Residuo al dividir 3

25
16
23
47
64

De acuerdo con la tabla anterior, escribe los nimeros que tiene el mismo residuo al dividir por
3.

Numero Residuo al dividir 5
25
16
23
47
64
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De acuerdo con la tabla anterior relaciona los niimeros que tienen el mismo residuo al dividir
por 5.
Actividad 2
Con base en la siguiente imagen responde las preguntas.
&y F F F F F F
v v Vv VvV Vv e
&y I 5 5 5 F 5
FoF I F I I T
W W VWV OV UV VY WV
Realiza grupos de 7 naranjas ;Cuantos grupos encontraste? ;jcuantas naranjas sobran?

Realiza grupos de 5 naranjas ;Cuantos grupos encontraste? jcuantas naranjas sobran?

Realiza grupos de 3 naranjas ;Cuantos grupos encontraste? ;jcuantas naranjas sobran?

Actividad 3
Rafa ha hecho 40 Nuggets para ¢l y sus amigos.

a. Si llegan 7 amigos y no se desean cortar los Nuggets, ;puede repartirlos en cantidades
iguales entre las 8 personas sin que sobre alguno? ;Cuantos le corresponden a cada per-
sona?

b. Si llegan 8 amigos, ;puede repartirlos en cantidades iguales entre las 9 personas sin que
sobre alguno? Recuerda que no se pueden cortar los Nuggets. ;Cuantos le corresponden a
cada persona?

4.2. Actividad segunda parte
En este apartado, presentamos la segunda parte del examen final. Con estas actividades, evaluamos
el segundo objetivo de aprendizaje.
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Actividad 1

De los siguientes nimeros, indica cuales son compuestos y cuales primos.

111 | 205
200 | 301
603 | 552

Actividad 2

Encuentra los divisores de los siguientes numeros 7, 23, 29 y 31. Compara los divisores, ;qué
puedes concluir?

Actividad 3
En la siguiente tabla, estan escritos los nimeros del 2 al 50. Sigue estos pasos.
a. Encierra en un circulo el nimero 2 y, desde ¢l, cuenta de 2 en 2 y tacha los multiplos de 2.

b. Encierra en un circulo el nimero 3 y desde €1, cuenta de 3 en 3 y tacha los multiplos de 3
que no hayan sido tachados en el paso anterior.

c. Realiza el mismo procedimiento con los siguientes niimeros que no han sido tachados. Al
finalizar lista los nimeros que quedaron encerrados y escribe cuantos divisores tienen estos
numeros.

16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
23 124 |25 |26 |27 |28 |29
30 | 31 | 32|33 |34 |35 |36

37 1 38 | 39|40 | 41 | 42 | 43
44 145 | 46 | 47 | 48 149 |50
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Actividad 4

Julian tiene 52 soldados de juguete ;De cuantas formas diferentes puedes organizar en filas y
columnas a todos los soldados? Ten en cuenta que todas las filas deben tener la misma cantidad
de soldados.

Pregunta 5:

Pedro tiene 48 chocolates y quiere repartirlas en bolsitas que tengan el mismo niimero, pero
no quiere hacer 48 bolsitas con un chocolate ni una bolsa con 48 chocolates ;Cuales opciones
tiene?

4.3. Rubrica del examen

Proponemos una riibrica del examen final. Este instrumento tiene como propdsito ayudar al profe-
sor en la clasificacion cualitativa de los estudiantes segtin su nivel de desempefio. En la tabla 9,
mostramos la rubrica de cada parte del examen. En la primera columna, tenemos los niveles de
desempefio (Superior, Alto, Bésico, Regular y Bajo) que son los niveles que la institucién educa-
tiva contempla en el sistema de evaluacion. En la segunda columna, ubicamos los indicadores y
en la tercera columna los puntos que tendria cada nivel de desempefio.

Tabla 9
Niveles de desemperio e indicadores para el objetivo 1

Nivel de desempefio

Objetivo 1

Superior El estudiante lee el enunciado y extrae los datos que necesita. Elige 13,515
una estrategia y calcula el residuo para relacionarlo con la situacion
planteada. No incurre en errores que le impiden llegar hasta el final.

Alto El estudiante lee el enunciado y elige una estrategia: realiza agru- 12 - 13,4
paciones de igual cantidad de elementos; cuenta de n en n; realiza
la division de forma aritmética; y realiza la multiplicacion entre di-
visor y cociente. Con alguna de esas estrategias, calcula el residuo.
Sin embargo, no relaciona el residuo con la solucién de la situacion
planteada (E15).

43



Tabla 9

Niveles de desemperio e indicadores para el objetivo 1

Basico

Regular

Bajo

El estudiante lee el enunciado y extrae los datos que necesita para
solucionar la situacion planteada. Sin embargo, al realizar la opera-
cion de la estrategia seleccionada, el resultado es incorrecto. (E13,
E14, E35, E36, E37, E20, ES, E19).

El estudiante realiza la lectura del enunciado. Extrae solo algunos
de los datos que necesita para solucionar la tarea y relaciona estos
datos con el contexto de la tarea. (E17 y E32).

El estudiante lee el enunciado y extrae los datos que necesita para
solucionar la situacion planteada. Sin embargo, confunde las partes
de la division. (p. €j., confunde el cociente con el residuo) (E1, E2,
E3 y E4).

El estudiante extrae solo algunos de los datos que necesita para so-
lucionar la tarea. No relaciona los datos extraidos con el contexto
de la tarea, y esto no le permite elegir una estrategia para abordar
la situacion problema (E16, E17 y E32).

Objetivo 2

9-11,9

Superior

Alto

Basico

El estudiante lee el enunciado y extrae los datos que necesita. Elige
una de las siguientes estrategias de solucion: halla divisores; halla
multiplos; y descompone en factores primos. Realiza los calculos
de la estrategia seleccionada sin incurrir en errores de célculo. In-
terpreta el resultado y soluciona la situacion planteada. Puede incu-
rrir en errores que no le impiden llegar al final.

El estudiante lee el enunciado y extrae los datos que necesita. Elige
una de las siguientes estrategias de solucion: halla divisores, halla
multiplos y descompone en factores primos. Realiza los célculos de
la estrategia seleccionada sin incurrir en errores de calculo. Sin em-
bargo, no relaciona el resultado con la solucion de la tarea (E18).

El estudiante lee el enunciado y extrae los datos. Elige una de las
siguientes estrategias de solucion: halla divisores, halla multiplos y
descompone en factores primos. Pero, al realizar la operacion de la
estrategia seleccionada, el resultado es incorrecto (E21, E1, E2, E3,
E33, E26, E25, E40, E43, E28, E27, E48, E11, E9, E23, E24, E6,
E7, E8, E31 o E22).
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Tabla 9

Niveles de desemperio e indicadores para el objetivo 1

Regular

Bajo

El estudiante realiza la lectura del enunciado. Extrae los datos que
necesita para solucionar la tarea de manera incompleta y relaciona
estos datos con el contexto de la tarea. (E17 y E32).

El estudiante lee el enunciado y extrae los datos que necesita para
solucionar la situacion planteada. Calcular un resultado diferente al
cociente e incluir méas o menos divisores en la descomposicion fac-
torial (E12, E19, E20, E29, E30).

El estudiante extrae solo algunos de los datos que necesita para so-
lucionar la tarea. No relaciona con el contexto estos datos. No

puede elegir una estrategia para abordar la situaciéon problema
(E16, E17 y E32).

14 - 20,9

7-13.9
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4. CONCLUSIONES

La informacion presentada en esta unidad didactica es el resultado del andlisis de todos los aspectos
que consideramos que pueden influir en el proceso de ensefianza y aprendizaje del tema de divisi-
bilidad de nimeros naturales.

Elegimos este tema por su aplicacion en la solucion de multiples situaciones de la vida coti-
diana y en los diferentes campos de la matematica; por ejemplo, la geometria, el algebra y la arit-
mética. Ademas, el concepto de divisibilidad esta vinculado con las operaciones de niimeros natu-
rales. Esta propuesta estd fundamentada en los documentos curriculares nacionales como los
estandares basicos en competencias de matematicas (MEN, 2006) y los derechos basicos de apren-
dizaje (MEN, 2016), e internacionales como el marco conceptual PISA 2012 (Ministerio de
Educacion, 2013). La propuesta esté alineada con el plan de area de la institucion educativa Mayor
de Mosquera.

Comenzamos por realizar el analisis de contenido del tema. Este andlisis consistio en estable-
cer la estructura conceptual del tema, los fendémenos que lo rodean y delimitar los conceptos y
procedimientos relacionados con la divisibilidad de nimeros naturales que se tratarian en la unidad
didactica. Posteriormente, realizamos el analisis cognitivo, que consisti6 en redactar los objetivos,
las expectativas afectivas y las limitaciones de aprendizaje del tema. Con toda esta informacion
recolectada, disefiamos cuatro tareas de aprendizaje con las que esperabamos que los estudiantes
alcanzaran los objetivos de la unidad didactica. A la hora de disefiar las tareas de aprendizaje,
procuramos brindar un contexto cotidiano para el estudiante. Luego, con el &nimo de establecer en
qué medida un estudiante alcanzaba los objetivos de la unidad didactica, disefiamos dos tareas de
evaluacion, una para cada objetivo.

Con la unidad didéctica de divisibilidad de nimeros naturales, esperamos contribuir con una
perspectiva del aprendizaje de las matematicas. De esta manera, pretendemos mostrar que la im-
plementacion de algoritmos y procedimientos puede promover la interpretacion y conceptualiza-
cion de las relaciones entre las operaciones de numeros de naturales y la divisibilidad. En este
sentido, consideramos que esta unidad didéctica permite a los estudiantes reconocer y utilizar di-
ferentes sistemas de representacion para conceptualizar la divisibilidad. También, consideramos
que la unidad didactica provee diferentes situaciones y contextos en los que los estudiantes pueden
desarrollar el aprendizaje significativo al aplicar el concepto de ser o no divisible, de acuerdo con
el contexto presentado.
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5. LISTADO DE ANEXOS

En este apartado, presentamos el listado de anexos relacionados a lo largo del documento, que
seran utiles al aplicar la unidad didactica divisibilidad de nimeros naturales.

¢

Anexo 1. Listado completo de errores en los que podrian incurrir los estudiantes durante la
aplicacion de cada una de las tareas de aprendizajes. Los errores se encuentran agrupados
en siete dificultades.

Anexo 2. Listados de criterios de logro de los objetivos de aprendizaje de la unidad didac-
tica.

Anexo 3. Fichas de tareas de aprendizaje. En este anexo se incluyen los requerimientos de
las tareas de aprendizaje y sus tablas de ayudas

Anexo 4. Tarea diagnostica. En este anexo se encuentran las preguntas sobre los conoci-
mientos previos.

Anexo 5. Examen final. En este anexo se encuentran las actividades de evaluacion de la
unidad didéctica.

Anexo 6. Imprimibles de las tareas de aprendizaje y evaluacion. En este anexo, se incluyen
la formulacion de la tarea diagnostica, tarea de aprendizaje y el examen final.
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6. LISTADO DE FIGURAS

En este apartado presentamos el listado de figuras de este documento.

¢

L 2R 2R R JER JEE JNE JNE JER 2R 2

Figura 1. Estructura matematica de divisibilidad de nimeros naturales
Figura 2. Estructura conceptual de divisibilidad de nimeros naturales
Figura 3. Mapa conceptual de los sistemas de representacion

Figura 4. Analisis fenomenoldgico de divisibilidad de numero naturales
Figura 5. Grafo de criterio de logro del objetivo 1

Figura 6. Grafo de criterio de logro del objetivo 2

Figura 7. Imagen de la pregunta 8 prueba diagnostica

Figura 8. Grafo de criterios de logro de la tarea T1.1 Bingo

Figura 9. Grafo de criterios de logro tarea T1.2 Angulos

Figura 10. Grafo de criterios de logro de la tarea 2.1 Dulces

Figura 11. Grafos de criterios de logro de la tarea 2.2 Mayorista
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/. LISTADO DE TABLAS

En este apartado presentamos el listado de tablas de este documento.

¢

® & & O O O 0o

Tabla 1. Relacion entre procesos matematicos y capacidades matematicas fundamentales
de divisibilidad de nlimeros naturales

Tabla 2. Listado de expectativas afectivas de la divisibilidad de nimeros naturales

Tabla 3. Listado de dificultades y errores para la divisibilidad de nameros naturales

Tabla 4. Ejemplos de criterios de logro

Tabla 5. Esquema general de divisibilidad de nimeros naturales

Tabla 6. Listado de conocimientos previos de la divisibilidad de nimeros naturales

Tabla 7. Listado de angulos a aplicar en la tarea T1.2 Angulos
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