Universidad de
los Andes

Facultad de Educacion

MAESTRIA EN EDUCACION MATEMATICA

COMPORTAMIENTO Y COMPARACION DE
FUNCIONES POLINOMICAS

NICOLAS LOPEZ, FITZGERALD MONTOYA, GIOVANNY ZAMUDIO Y
ROLANDO MUNOZ

BOGOTA, NOVIEMBRE DE 2025



Este documento tiene como propoésito ofrecer una guia clara y fundamentada que contribuya a la
ensefianza de las funciones polindmicas desde una perspectiva comprensible para la practica edu-
cativa. Presentamos una unidad didactica orientada a facilitar su comprension y aplicacion en di-
versos contextos escolares.

En nuestro caso, la propuesta estd diseflada para implementarse con estudiantes de grado
undécimo en instituciones educativas con caracteristicas similares al Liceo Latinoamericano de
Bogota, una institucion privada ubicada en la localidad de Teusaquillo. Este colegio ofrece forma-
cion desde preescolar hasta grado undécimo, en jornada completa y bajo el calendario A del sis-
tema académico distrital. Su Proyecto Educativo Institucional (PEI) se fundamenta en los pilares
de aprender a conocer, hacer, convivir y ser, orientados hacia la formacion integral de los estu-
diantes. En este contexto, disefiamos esta unidad didactica con el proposito de ofrecer a otros do-
centes una herramienta que fortalezca la ensefanza del tema y favorezca aprendizajes mas signi-
ficativos. La unidad didéctica fue concebida para implementarse en modalidad presencial, aunque
puede adaptarse con facilidad a entornos virtuales.

El disefio de la unidad didéctica surge de la necesidad de atender una dificultad frecuente en
la ensefianza del célculo y del pensamiento variacional. Los estudiantes suelen tener problemas
para establecer vinculos entre las distintas representaciones matematicas, ya sean graficas, simbo-
licas o tabulares, y los contextos de la vida real que estas intentan describir. Esta desconexion
dificulta comprender como una transformacién matematica, como la modificacién de los coefi-
cientes de un polinomio, expresa un cambio en un fendmeno del mundo. Esto limita la interpreta-
cion de las funciones como modelos que dan sentido explicativo a los procesos reales.

Con frecuencia, las practicas de aula se concentran en la ejecucion de algoritmos y ejercicios
rutinarios que privilegian el dominio procedimental sobre la construccion de significado. Esto pro-
voca que los estudiantes tengan dificultades para interpretar, justificar o predecir el comporta-
miento de una funcioén y que se mantenga un desequilibrio entre el conocimiento conceptual y el
procedimental, lo que genera aprendizajes poco integrados y de escasa transferencia a nuevas si-
tuaciones. Por medio del desarrollo de esta unidad didéctica, buscamos superar estas limitaciones,
al promover una comprension conceptual de las funciones polindmicas mediante estrategias di-
dacticas que integran el uso de herramientas digitales, la exploracion de diversas formas de repre-
sentacion y la incorporacion de contextos reales y significativos, como el crecimiento de pobla-
ciones o las trayectorias de cohetes. De esta manera, se pretende que los estudiantes analicen
fendémenos de cambio, interpreten modelos matematicos y tomen decisiones fundamentadas para
fortalecer su razonamiento y su comunicacion matematica.

El trabajo se articula con los Estdndares Béasicos de Competencias en Matematicas (MEN,
2006), en el campo del pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos, especial-
mente con el desempefio que propone analizar las relaciones y propiedades entre las expresiones
algebraicas y las graficas de las funciones polindmicas y racionales y de sus derivadas (p. 89).
Asimismo, la propuesta retoma los lineamientos del Marco Conceptual de PISA 2012 (OECD,
2013), al vincular el estudio de las funciones con el campo de cambio y relaciones, que promueve
la interpretacion de patrones, dependencias y variaciones entre cantidades en contextos reales.

La unidad didéctica fue implementada durante el primer periodo académico del afio 2025 con
los propdsitos de que los estudiantes emplearan técnicas para describir el comportamiento en los



extremos del dominio de funciones polindmicas, interpretaran modelos matematicos en distintos
contextos aplicados, y analizaran y contrastaran modelos de funciones polindmicas que describen
fenémenos del mundo real, para tomar decisiones fundamentadas a partir de las diferencias y si-
militudes identificadas.

Esta propuesta fue elaborada por docentes-investigadores en el marco de la Maestria en Edu-
cacion Matematica de la Universidad de los Andes, lo que permiti6 estudiar el contenido, estable-
cer expectativas de aprendizaje y estructurar una secuencia coherente de tareas de aprendizaje y
evaluacion. Posteriormente, se recogio y codificd la informacion obtenida durante la implementa-
cidn, cuyo analisis permitio valorar el alcance del disefio y reconocer fortalezas y debilidades en
los aspectos cognitivos y afectivos. A partir de esta reflexion, se realizaron los ajustes necesarios
al disefo inicial y se elaboré una nueva version de la unidad didactica, sustentada en el anélisis
sistematico de la informacion recopilada.

Este documento presenta una unidad didactica completa titulada comportamiento y compara-
cioén de funciones polindomicas. El lector encontrard un trabajo estructurado en torno al disefio,
implementacion y andlisis de una propuesta de ensefianza dirigida a estudiantes de grado undé-
cimo, orientada a fortalecer la comprension conceptual de las funciones polinémicas y su interpre-
tacion en contextos reales. A lo largo del texto se presenta la fundamentacion teodrica y curricular
de la unidad, su relacion con los Estandares Bésicos de Competencias del MEN (2006) y con el
marco de PISA (2012). Ademas, se analiza el contenido desde las siguientes tres perspectivas
complementarias: la estructura conceptual, los sistemas de representacion y la fenomenologia del
tema.

También se presentan las expectativas de aprendizaje cognitivas y afectivas, las limitaciones
detectadas en los procesos de los estudiantes, los criterios de logro que orientan la evaluacion, y
los grafos que representan las rutas cognitivas previstas. La propuesta incluye el disefio detallado
de cuatro tareas de aprendizaje y una tarea diagnostica, con sus propodsitos, contextos, recursos,
errores frecuentes, ayudas docentes y sugerencias metodologicas, al integrar el uso de tecnologia
y el trabajo manual. Finalmente, el documento ofrece una reflexion sobre la actuacion del profesor,
la progresion de los aprendizajes y la articulacion entre teoria y practica. De este modo, se consti-
tuye en una guia para docentes e investigadores interesados en promover una ensefianza significa-
tiva del pensamiento variacional y el razonamiento funcional mediante el estudio de las funciones
polindmicas.



1. DISENO PREVIO: DESCRIPCION,
FUNDAMENTACION Y JUSTIFICACION

En este apartado, establecemos las expectativas de aprendizaje a partir de la organizacion concep-
tual del tema, asi como del andlisis de los conceptos pedagogicos y las relaciones que estructuran
su contenido. Asimismo, establecemos las posibles dificultades que los estudiantes podrian en-
frentar, con el propdsito de orientar la planificacion y favorecer una comprension mas profunda
del tema.

1. ARTICULACION DE LOS CONTENIDOS

En esta seccion, presentamos la delimitacion del tema en relacion con los contextos curriculares y
las orientaciones institucionales. Abordamos el estudio del contenido sobre las funciones polino-
micas y su comportamiento en los extremos del dominio desde tres perspectivas complementarias,
a saber: la estructura conceptual, que organiza los conceptos y relaciones principales del tema; los
sistemas de representacion, que muestran las diferentes maneras de expresar y comunicar las ideas
matematicas; y la fenomenologia, que vincula el conocimiento con situaciones y contextos signi-
ficativos para los estudiantes.

1.1. Delimitacion del tema desde los contextos curriculares
Con esta unidad didéctica, buscamos que los estudiantes analicen situaciones de cambio presentes
en contextos reales y reconozcan diferentes formas de representar y comprender las funciones po-
lindmicas y su comportamiento en los extremos del dominio. Enmarcamos la propuesta en el pen-
samiento variacional y en los sistemas algebraicos y analiticos, segiin los Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas (MEN, 2006). En particular, nuestra unidad didactica contribuye al
estandar que plantea analizar las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las
graficas de las funciones polindmicas (p. 89). De la misma forma, nuestra unidad didactica se
enmarca en el derecho basico de aprendizaje 7 que menciona la resolucion de problemas mediante
el uso de propiedades de las funciones y uso de representaciones tabulares, graficas y algebraicas.
De acuerdo con el marco conceptual de PISA 2012 (OECD, 2013), el estudio de las funciones
polindmicas y su comportamiento en los extremos del dominio se enmarca en el campo de conte-
nido cambio y relaciones, que aborda el analisis de patrones, dependencias y variaciones entre
cantidades. Desde esta perspectiva, comprender el comportamiento en los extremos del dominio
de una funcion implica interpretar como una variable cambia respecto a otra, reconocer tendencias
y usar el lenguaje matemadtico para modelar situaciones reales. Asi, el trabajo con funciones



polinomicas fortalece las competencias de formular, emplear e interpretar la matematica en distin-
tos contextos, al integrar el pensamiento algebraico con la comprension de fenomenos de varia-
cion.

1.2. Estructura conceptual

En nuestras aulas de clase, dado un tema de estudio, siempre es muy importante reconocer primero
los diferentes conceptos asociados a este tema, y segundo, los procedimientos que lo caracterizan.
En la figura 1, presentamos la estructura conceptual que organiza los conceptos asociados a las
funciones polindmicas y su comportamiento en los extremos del dominio. El mapa muestra como
los conceptos de grado y coeficiente principal articulan el analisis de paridad y el analisis de signo,
conceptos que, en conjunto, definen el comportamiento en los extremos del dominio de la funcion.
Esta estructura evidencia que el aprendizaje del tema requiere transitar de la manipulacion alge-
braica hacia la interpretacion global de la grafica, lo que favorece un pensamiento funcional que
conecta la expresion simbolica con la representacion visual.
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Figura 1. Estructura conceptual de las funciones polinémicas




Como se observa en la figura 1, relacionamos algunos elementos del campo conceptual del tema
de funciones polindmicas a partir de la paridad de su grado, que llamaremos n de ahora en ade-
lante, y del signo de su coeficiente principal a,,. Por tal motivo, la estructura conceptual se centra
en la relacion intrinseca entre estos dos elementos. De esta relacion, tal como se muestra en la tabla
1, se desprenden los conceptos y procedimientos esenciales para el anéalisis del comportamiento
en los extremos del dominio.

En la tabla 1, sintetizamos los conceptos y procedimientos esenciales del tema. En ella, ob-
servamos que cada procedimiento (por ejemplo, determinar la paridad del grado o el signo del
coeficiente) tiene una funcion especifica en la descripcion del comportamiento en los extremos del
dominio. Este reconocimiento permite al profesor disefiar tareas que promuevan la comprension
de cémo los rasgos algebraicos del polinomio determinan su tendencia grafica a largo plazo.

Tabla 1
Conceptos y procedimientos clave de la unidad diddctica
Concepto clave Procedimiento clave Relacion con el comportamiento en los extremos
del dominio
Grado de la Analisis de la paridad: Define la direccion de las ramas. Si es par, ambas
funcién (n) determinar sin es par o | ramas van en la misma direccion; si es impar, en
impar. direcciones opuestas.

) Determinacion del
Signo del coe-

ficiente princi- crecim.ier}to 0 Define si la gréafica asciende (a,,> 0) o desciende
pal (). decre;s:nnwgtor dg la (a, < 0) aladerecha

funcion polindmica.
Comporta- . 3 Sinespary a, > 0, ambas ramas sgben. Si n es
miento en los Iflen‘Flﬁcacmr} del parya, <0, aml?as ramas ba!an. Sin es impar
extremos del término dominante y a, > .O, la rama izquierda baja y la dqecha
dominio (apx™) sube. Sin es impary a,, < 0, la rama izquierda

sube y la derecha baja.

Analisis del signo de la
funcion y de la ley de
signos en los extremos

Maximos y mi-
nimos locales

Conceptos de apoyo para una descripcion mas
precisa de la grafica.

De acuerdo con la tabla 1, la articulacion que mostramos permite que el colega comprenda que el
proceso de aprendizaje requiere que el estudiante no solo identifique el grado y el coeficiente, sino
que ejecute un procedimiento de andlisis de signos en los extremos del dominio de la funcion
polinémica.

1.3. Sistemas de representacion
La comprension de las funciones polindmicas depende de la capacidad para movilizar distintos
sistemas de representacion y traducir informacion entre ellos. Segiin Kaput (1992), los sistemas de



representacion constituyen medios a través de los cuales los estudiantes construyen y expresan
significados matematicos, y la comprension surge de la coordinacion entre dichos sistemas.

De acuerdo con la nocion de sistema de representacion propuesta por Kaput (1992), compren-
der una funcion implica la capacidad de utilizar y coordinar diferentes sistemas de representacion,
como el simbolico, el grafico, el numérico o el tabular, para construir significado y establecer
conexiones entre ellos. Asi, el aprendizaje se orienta hacia el desarrollo de una comprension rela-
cional que permita al estudiante interpretar, traducir y vincular informacién representada de mul-
tiples maneras, al fortalecer su pensamiento funcional y algebraico. En la figura 2 y la tabla 2,
presentamos los sistemas de representacion que identificamos para este tema y las traducciones
clave que favorecen su comprension. Por ejemplo, la traduccion del sistema de representacion
simbdlico al sistema de representacion grafico permite que el estudiante relacione el signo del
coeficiente principal y la paridad del grado con la direccioén de las ramas en los extremos del do-
minio de la grafica. A su vez, la traduccion del sistema de representacion grafico al sistema de
representacion simbolico posibilita inferir la forma algebraica de una funcioén a partir de su ten-
dencia visual.

El uso de herramientas digitales, como GeoGebra, se incorpora como mediador en este pro-
ceso, pues facilita la observacion dindmica del cambio y el contraste de diferentes modelos poli-
némicos. En la unidad didéctica, las tareas promueven la coordinacion entre representaciones y la
argumentacion basada en evidencias graficas y algebraicas, lo que contribuye a la construccion de
significado y a la consolidacion del pensamiento variacional.
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Figura 2. Relaciones entre los sistemas de representacion de las funciones polinémicas

De acuerdo con la figura 2, las funciones polindmicas pueden representarse de distintas formas
(simbdlica, numérica, tabular y grafica), que se relacionan entre si y permiten comprender el



comportamiento de la funcion. A partir de la expresion simbolica, el estudiante sustituye valores
de la variable independiente y obtiene parejas ordenadas que conforman la representacion numé-
rica. Estas pueden organizarse en una tabla de valores y es posible ubicar los puntos en el plano
cartesiano para construir la grafica y observar su tendencia general.

El proceso inverso exige interpretar la grafica para identificar valores y relaciones entre las
variables, y desde ellos deducir la regla simbolica que las vincula. Este ejercicio favorece el pen-
samiento funcional al permitir reconocer regularidades y expresar relaciones mediante una expre-
sion algebraica. Finalmente, el uso de herramientas digitales, como GeoGebra, facilita la visuali-
zacion dindmica de estas relaciones y fortalece la comprension de los distintos sistemas de
representacion.

El disefio de la unidad didactica prioriza la traduccion entre sistemas de representacion como
medio para construir el conocimiento. Los sistemas de representacion mas relevantes se muestran
en la tabla 2. La prioridad en la traducciéon que mostramos en la tabla 2 (por ejemplo, la relacion
entre el sistema ejecutable y el sistema de representacion grafico para visualizar el dominio y
rango) es fundamental para abordar los objetivos de nuestra unidad didactica ya que exigen el uso
de diversas representaciones.

Tabla 2
Sistemas de representacion relevantes de la unidad didactica
Sistema de Signos y elementos relevantes ~ Traduccion clave en la unidad didéctica
representacion

Simbolico — gréfico. El estudiante
P(x) = a,x™ + -+, notacion de  traduce el signo de a,, y la paridad de n

Simbdlico conjuntos (Dominio/Rango) en la direccion de las flechas en los
extremos del dominio de la grafica
Flechas de comportamiento Grafico — simbolico. El estudiante
, (ramas), intersecciones con ejes  interpreta la grafica de GeoGebra para
Grafico A
(x,y), coordenadas de puntos inferir la subestructura (n, a,,) del
criticos polinomio modelado
Gréfico — tabular — simbodlico.
Ejecutable (tec Herramientas como GeoGebra facilitan
Jeou Comandos de GeoGebra la traduccion al permitir la
nologico)

visualizacion rapida de la tendencia de
manera dindmica.

1.4. Fenomenologia

El anélisis fenomenologico del tema permite reconocer los tipos de fendmenos del mundo real que
dan sentido a las funciones polindmicas. De acuerdo con Canadas, Gomez y Pinzon (2018), este
analisis busca establecer la relacion entre la estructura matematica del concepto y los fendémenos
que esta organiza.



En este caso, clasificamos los fenomenos segun la paridad del grado y el signo del coeficiente
principal, lo que da lugar a cuatro comportamientos en los extremos del dominio caracteristicos
que se ejemplifican en la tabla 3. En particular, el contexto fisico del fendmeno determina qué
valores de la variable independiente y dependiente tienen sentido, y con ello impone restricciones
naturales sobre el dominio y el rango. Por ejemplo, cuando un fenémeno describe una cantidad
que solo puede tomar valores positivos (como tiempo, distancia o poblacion), los valores negativos
quedan excluidos del dominio; de igual manera, si la magnitud representada no puede disminuir
por debajo de cierto limite fisico, dicho limite actiia como restriccion del rango.

Tabla 3
Andlisis fenomenologico
Subestructura Implicacion fenomenoldgica Contextos fenomenologicos
matematica

El fendbmeno no tiene limites Modelos de crecimiento ilimitado

Grado impar globales; su rango es ilimitado (crecimiento poblacional sin capacidad
(crece de —oo a +o0). de carga, aceleracion constante sin

(an > 0) friccion, etc.).

Grado impar El fendbmeno no tiene limites Modelos de decrecimiento ilimitado
(@, <0) globales; su rango es ilimitado (Devaluacion acelerada de una moneda,
n (decrece de —o0 a +o0). descenso continuo en contextos de

movimiento, etc.).
Grado par El fenomeno tiene un limite Modelos de optimizacién con minimo
(@, > 0) inferior o un valor minimo que (costos de produccion, depreciacion de
n nunca se traspasa (minimo global).  activos con valor residual minimo, etc).
Grado par El fenomeno tiene un limite Modelos de optimizacion con maximo
(a, < 0) superior o un valor maximo que (utilidades de una empresa, trayectoria
n nunca se traspasa (maximo de un cohete con altura méxima, etc.).
global).

En la tabla, evidenciamos como el tema organiza fendmenos en contextos que representan estos
diferentes comportamientos. Uno de los errores mas comunes, detectado durante el analisis, es que
los estudiantes interpretan la grafica de forma aislada, sin relacionarla con el fenémeno que repre-
senta. Por ello, las tareas de la unidad didactica buscan que el contexto funcione como criterio de
validacion de los modelos elaborados. En la figura 3, observamos que es posible establecer una
relacién biunivoca entre los cuatro contextos fenomenologicos, presentados en la tabla 3, y las
cuatro subestructuras matematicas que definimos segun la representacion simbolica de las funcio-
nes polindmicas.
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Figura 3. Fenomenologia del comportamiento y comparacion de las funciones polindomicas

2. ANALISIS COGNITIVO

El andlisis cognitivo permite identificar las expectativas de aprendizaje que orientan el desarrollo
de la unidad didéctica, las limitaciones que pueden afectar el progreso de los estudiantes y los
criterios de logro que permiten evaluar su avance. Estos elementos se integran en lo que denomi-
namos grafos de criterios de logro que muestran la progresion del aprendizaje desde el
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reconocimiento de las propiedades algebraicas de los polinomios hasta la comparacion y argumen-
tacion sobre su comportamiento en los extremos del dominio en contextos reales.

2.1. Expectativas de aprendizaje de tipo cognitivo

Las expectativas de aprendizaje de tipo cognitivo, de acuerdo con Gonzélez y Gémez (2018), se
estructuran en tres niveles interrelacionados. En el nivel superior, se encuentran los procesos ma-
tematicos y las capacidades fundamentales, entendidas como posibilidades de accion intelectual
que orientan el desarrollo del pensamiento matematico. En el nivel medio, los objetivos concretan
dichas capacidades en el marco de la unidad didactica. En el nivel de base, se formulan las capa-
cidades especificas, que movilizan conocimientos y razonamientos particulares para guiar las ta-
reas de aprendizaje.

En la figura 3, integramos las tres componentes del analisis de contenido del tema de la unidad
didactica. En ella, se observa que los conceptos y procedimientos definen la estructura interna del
conocimiento, los sistemas de representacion posibilitan su expresion y traduccion, y la fenome-
nologia le otorga significado en contextos reales. Esta articulacion constituye la base para formular
los objetivos de aprendizaje y las tareas de la unidad didactica, en las que se espera que el estu-
diante movilice los tres tipos de conocimiento para comprender y explicar el comportamiento en
los extremos del dominio las funciones polinémicas. A continuacion, presentamos las expectativas
definidas para el tema de las funciones polindmicas.

1Procesos matematicos, capacidades fundamentales

Las expectativas de aprendizaje de la unidad didactica se organizan en torno a los procesos mate-
maticos de emplear, interpretar y evaluar, que son esenciales para el desarrollo del pensamiento
variacional y funcional.

20bjetivos de aprendizaje
Las expectativas de aprendizaje de nivel medio corresponden a los objetivos propios del tema de
la unidad didactica. Los objetivos que hemos propuesto para la unidad didéactica son los siguientes:

Primer objetivo. Emplear técnicas para describir el comportamiento en los extremos del dominio
de funciones polinémicas, con el fin de interpretar modelos matematicos en diferentes contextos
aplicados.

Segundo objetivo. Analizar y contrastar modelos de funciones polinémicas que describen fendme-
nos del mundo real, para tomar decisiones fundamentadas a partir de las diferencias y similitudes
identificadas.

En la tabla 4, mostramos la contribucion de nuestra unidad didactica a las capacidades matematicas
fundamentales.
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Tabla 4
Contribucion de la unidad didactica a las competencias matemdticas fundamentales

Capacidades matematicas Contribucion principal de la unidad didactica
fundamentales (CMF)
Matematizacion (M) Transformacion de situaciones reales a modelos polindmicos

y viceversa (ej: modelar el crecimiento de poblaciones o la
trayectoria de un cohete).

Razonamiento y Argumenta- Justificacion de la eleccion del modelo mas adecuado y de las

cion (Ra) conclusiones basadas en el comportamiento en los extremos
del dominio de las funciones (CMF clave en el segundo obje-
tivo).

Diseflo de estrategias para re- Planificacion de la secuencia de pasos para determinar el com-

solver problemas (DRP) portamiento en los extremos del dominio de las funciones po-
lindmicas.

Comunicacién (C) Explicacion de los resultados y las decisiones tomadas en el

contexto de la tarea.

Representacion (Re) Uso y transicion entre las representaciones algebraica, grafica
y tabular de los polinomios.

Utilizacién de operaciones y un  Aplicacion correcta de las técnicas algebraicas (e.g., identifi-

lenguaje simbolico, formal cacion del término dominante)
y técnico (U)
Utilizacion de herramientas ma- Uso de GeoGebra o software especifico para graficar y anali-
tematicas (H) zar el comportamiento asintotico (Tarea 1.1).
Capacidades

Las capacidades (ver anexo 1) se entienden como los procedimientos caracteristicos de un tema
matematico que el estudiante aplica y que se manifiesta en conductas observables. Estas forman
parte del desarrollo de los objetivos y nos permiten caracterizarlos. Estas capacidades articulan
conocimientos, representaciones y razonamientos, y se agrupan para conformar los criterios de
logro (ver anexo 4), que permiten valorar el grado de desarrollo de las capacidades a lo largo de la
unidad didéctica.

3Limitaciones de aprendizaje

En este subapartado, explicamos qué son las limitaciones de aprendizaje, como clasificamos los
tipos de dificultades y posteriormente presentamos el listado de errores y dificultades. Dado que
el listado de errores es demasiado extenso (ver anexo 3), presentamos los errores mas frecuentes
y/o significativos en la tabla 5. Las limitaciones de aprendizaje se entienden como los factores o
circunstancias que pueden distorsionar, ralentizar o frenar el desarrollo de las capacidades y la
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consecucion de los objetivos de aprendizaje. Estas se centran en las dificultades y errores que los
estudiantes presentan. Los errores se manifiestan de manera observable y le permiten al docente
anticipar obstaculos, comprender sus causas y planificar estrategias para superarlos. En el marco
metodoldgico (MAD), se distinguen los siguientes dos tipos:
¢ Las dificultades son las circunstancias intrinsecas al contenido o al contexto que impiden
o entorpecen la consecucion de los objetivos de aprendizaje (ej. complejidad del objeto
matematico, contexto inusual).
¢ Los errores son la expresion observable de las dificultades, es decir, las respuestas inco-
rrectas o las desviaciones del camino de aprendizaje esperado.

En ese sentido, entendemos a los errores como una manifestacion de las dificultades. Clasificamos
los errores de acuerdo con la naturaleza de la dificultad correspondiente. Estas dificultades fueron
clasificadas segtin las categorias propuestas por Socas (1997). Asi, las categorias que concentraron
la mayor atencion en la unidad didactica fueron las siguientes:

Dificultades relativas a la complejidad del objeto matemdtico. Estas dificultades se refieren a la
necesidad de establecer la relacion entre el coeficiente principal, el grado del polinomio y el com-
portamiento asintotico en los extremos del dominio.

Dificultades de procesamiento. Estas dificultades estan relacionadas con el manejo de la informa-
cion, el calculo manual de polinomios de alto grado para el andlisis a largo plazo, y la eleccion de
representaciones adecuadas.

Tabla 5
Dificultades y errores relevantes en la unidad didactica
Codigo Dificultad Error (Muestra) Impacto / Origen
Dl Relacionado conla  El. Usar tinicamente Frecuente en O1.
naturaleza del objeto el término Muestra una
matematico independiente para comprension
(concepto de infinito) describir el incompleta de la
comportamiento al dominancia
ignorar el grado y el polindmica a largo
coeficiente principal. plazo.
D9 Dificultades de E96. Considerar Impacta la capacidad

procesamiento y
comprension del
contexto

informacion
irrelevante o ignorar
restricciones del
contexto (por
ejemplo, tomar
valores de t<0 para el
tiempo) al modelar la
situacion.

13
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Tabla 5
Dificultades y errores relevantes en la unidad didactica

Codigo Dificultad Error (Muestra) Impacto / Origen
D12 Relacionado con la E93. Comunicar o Persistente en tareas
CMF de justificar la decision  del O2 (T2.3y T2.4),
Razonamiento y final sin sustento donde la toma de
Comunicacion matematico claro, o decisiones es clave.

confundir las

variables en la
explicacion de las
ramas asintoéticas.

D14 Dificultades con el E45. No ajustar
uso de la tecnologia correctamente el
(GeoGebra) rango de los ejes al

graficar, impide la
visualizacién correcta
del comportamiento
en los extremos del
dominio.

Observado en tareas
de apoyo tecnologico,
especialmente si el
estudiante no cuenta
con el conocimiento
previo (CP) sobre el

uso de la herramienta.

Nota. D=dificultades .E= Errores O1= Objetivo 1, O2= Objetivo 2
b

Criterios de logro

Los criterios de logro (CdL) son indicadores del progreso cognitivo, al permitir al docente y al
estudiante hacer seguimiento a la adquisicion de las estrategias necesarias para abordar la tematica.
El disefio de estos criterios de logro provino de un andlisis detallado de las estrategias de solucion
posibles para cada objetivo, al garantizar una evaluacion precisa de los avances de los estudiantes.

Cada criterio de logro constituye un indicador del avance en las estrategias de resolucion que
los estudiantes ponen en juego al desarrollar las tareas. Su cumplimiento evidencia que el estu-
diante moviliza las capacidades previstas y avanza hacia una comprension mas profunda del com-
portamiento de las funciones polindmicas. El listado completo de criterios de logro se encuentra
en el anexo 4. En la tabla 6, presentamos los criterios de logro mas relevantes y significativos, que
corresponden a los procedimientos clave necesarios para alcanzar los objetivos de la unidad didac-

tica.
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Tabla 6
Criterios de logro mas relevantes y significativos para alcanzar los objetivos de la unidad di-
dactica

Criterio de Descripcion (Estrategia de Solucion) Objetivo
logro

Establece la relacion entre el coeficiente principal y el grado
CdL 1.3 del polinomio para determinar el comportamiento en los Ol
extremos del dominio de la funcién polinémica.

Interpreta y justifica el comportamiento en los extremos del
CdL 1.6 dominio del modelo polinémico en el contexto del problema 01
(e.g., crecimiento poblacional, trayectoria).

Selecciona el sistema de representacion mas adecuado
(algebraico, tabular o grafico) para analizar el
comportamiento en los extremos del dominio de una funcién
en una tarea.

CdL 1.10 01

Determina el intervalo o punto donde una funcion
CdL 2.5 polindmica supera a otra, a partir del analisis del 02
comportamiento en los extremos del dominio.

Toma decisiones fundamentadas con base en la informacion
CdL 2.16 comparativa obtenida del andlisis del comportamiento en los 02
extremos del dominio de las funciones.

Comunica los resultados del analisis y las conclusiones del

CdL 2.17 problema de manera efectiva y coherente con el contexto.

02

A continuacion, presentamos la caracterizacion de los objetivos de aprendizaje en términos de sus
grafos de criterios de logro. Evitamos el lenguaje técnico de capacidades y secuencias, y nos en-
focamos en las estrategias de solucion.

2.2. Caracterizacion de los objetivos de aprendizaje

En el primer objetivo (O1), esperamos que los estudiantes empleen representaciones simbolicas,
graficas y tecnologicas para identificar como el grado y el coeficiente principal determinan el com-
portamiento en los extremos del dominio de una funcién polindmica. Este proceso involucra cri-
terios de logro como reconocer la estructura algebraica del polinomio, analizar su paridad, evaluar
su signo y explorar su grafica, tanto manualmente como con apoyo del software GeoGebra.

El primer objetivo se enfoca en el andlisis del comportamiento en los extremos del dominio
de las funciones polindmicas, particularmente en la identificacion y descripcion de sus ramas asin-
toticas. Para ello, proponemos una secuencia de estrategias que articulan procedimientos algebrai-
cos y representaciones graficas, orientan al estudiante a tomar decisiones sobre cudl representacion
resulta mas util para interpretar el comportamiento de la funcion. El grafo del primer objetivo, tal
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como se muestra en la figura 4, se caracteriza por una bifurcacion temprana, lo que permite mul-
tiples caminos de solucion.

En la primera parte del grafo, el estudiante comienza por extraer la informacion relevante del
contexto e identifica el coeficiente principal y grado del polinomio (CdL 1.1). Luego, el estudiante
decide (CdL 1.2) qué sistema de representacion usar para abordar el problema tabular (digital,
grafico o algebraico) (CdL 1.3-1.6), reconoce el grado del polinomio y determina el signo del
coeficiente principal, al comprender como ambos influyen en la orientacion de las ramas de la
grafica. Este paso activa la relacion entre la forma algebraica y el comportamiento grafico, clave
para el analisis de los extremos del dominio.

Finalmente, el estudiante identifica las restricciones que ofrece el contexto del problema (CdL
1.7). En la siguiente parte, el estudiante decide si identifica puntos relevantes algebraica o gréafica-
mente (CdL 1.8). Luego de determinar estos puntos (CdL 1.9-1.10), el estudiante retine toda la
informacion necesaria para analizar el comportamiento del polinomio (CdL 1.11). Finalmente,
selecciona la rama a analizar (CdL 1.12) y tras analizar las ramas correspondientes (CdL 1.13-
1.14), comunica los resultados (CdL 1.15).
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[ 1.1 Identifico la funcién del problema y sus propiedades. ]
£

[ 1.2 Decido cémo utilizar la funcion del problema. ]
I
L2
1.3 Grafico con una tabla 1.4 Elaboro graficos 1.5 Grafico al utilizar 1.6 Identifico las propiedades
a través de la evaluacion con herramientas informacién de raices y relevantes del polinomio a
de varios puntos. digitales. coeficientes. partir de su forma algebraica.
|
¥
[1 .7 Identifico las restricciones del contexto en la funci()n.]

¥

[ 1.8 Decido como identificar puntos relevantes ]
I

h 2 K 2

1.9 Identifico elementos relevantes de 1.10 Identifico elementos relevantes de
la funcién de manera grafica. la funcién de manera algebraica.

L T

k 2
1.11 Identifico los elementos necesarios para el
analisis final de la funciéon.
K 2
[ 1.12 Selecciono las ramas con las que voy a trabajar. ]

I

¥ ¥

1.13 Hago un analisis de comportamiento 1.14 Hago un analisis de comportamiento de
de ambas ramas. la rama derecha.

I I
K 2

[ 1.15 Comunico los resultados obtenidos de manera efectiva. ]

Figura 4. Grafo de criterios de logro del primer objetivo

En el segundo objetivo, buscamos que los estudiantes argumenten sobre las semejanzas y diferen-
cias entre los modelos, y justifiquen sus conclusiones con base en evidencias algebraicas y grafi-
cas. El segundo objetivo se centra en el andlisis comparativo entre multiples modelos y requiere
un paso final de comunicacién y toma de decisiones, al activar las CMF de razonamiento y argu-
mentacion. La estructura del grafo del segundo objetivo, tal como se muestra en la figura 5, es mas
robusta y sistémica, al integrar procedimientos del primer objetivo para luego enfocarse en la com-
paracion, lo que permite multiples caminos de solucion.

La figura 5 representa de forma esquematica la estructura de relaciones entre los criterios de
logro (CdL) que permiten alcanzar el segundo objetivo (O2) de la unidad didéctica. El punto de
partida del grafo es la extraccion de informacion inicial del contexto (CdL 2.1), que activa el ana-
lisis comparativo. A partir de alli, se bifurca en dos estrategias de solucion. En el camino de com-
paracion algebraica, el estudiante aplica el conocimiento del primer objetivo para analizar el com-
portamiento en los extremos del dominio de cada funcion (CdL 2.15). Luego, el estudiante
determina donde una funcion supera a otra, mediante analisis grafico (CdL 2.11), algebraico (CdL
2.12) o tabular (CdL 2.13) Este proceso requiere comparar las tasas de crecimiento de los modelos.
Seguidamente, el estudiante determina donde una funcion supera a otra, mediante analisis grafico
(CdL 2.11), algebraico (CdL 2.12) o tabular (CdL 2.13). Este proceso requiere comparar las tasas
de crecimiento de los modelos. Con base en el analisis anterior, el estudiante toma una decision
fundamentada segun el contexto del problema (CdL 2.16). Por ejemplo, ¢l puede decidir qué mo-
delo representa mejor un fendmeno o cudl opcidn resulta mas eficiente. Finalmente, ambos
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caminos convergen en la comunicacion de resultados (CdL 2.17), que exige expresar las conclu-
siones de manera clara, coherente y contextualizada.

2.1 Identifico la informacioén relevante 2.2 Asocio la informacion del
para solucionar el problema. problema a su funcién respectiva.

[2.4 Decido como encontrar I | 2.3 Identifico las ]

intersecciones. restricciones del problema.
I

¥

2.5 Identifico intersecciones 2.6 Identifico intersecciones
entre funciones graficamente. entre funciones algebraicamente.

¥

[ 2.10 Decido cémo identificar cuando una funcién es mayor que otra. ]
I

A 7

2.11 Identifico cuando una 2.12 Identifico cuando una 2.13 Identifico cuando una
funcion es mayor que otra funcion es mayor que otra funcién es mayor que otra
graficamente. algebraicamente. tabularmente.

v
2.14 Identifico puntos relevantes 2.15 Realizo analisis
para analisis final. de ramas.
v

2.17 Comunico resultados 2.16 Tomo decisiones con base en
efectivamente. la informacion obtenida.

Figura 5. Grafo de criterios de logro del segundo objetivo

El grafo de la figura 5 refleja una estructura sistémica y robusta, en la que los procedimientos del
primer objetivo se integran al andlisis comparativo al destacar la importancia de la toma de deci-
siones fundamentada (CdL 2.16) y la comunicacion matematica argumentada (CdL 2.17). La fi-
gura 5 presenta el transito desde la comparacion algebraica y grafica de funciones polindmicas
hasta la argumentacién y comunicacion de decisiones basadas en evidencias, al mostrar las rutas
cognitivas que los estudiantes pueden seguir para resolver tareas complejas de modelacion y ana-
lisis comparativo.

2.3. Expectativas de tipo afectivo

Las expectativas de tipo afectivo expresan un transito desde el manejo instrumental de procedi-
mientos algebraicos hacia la comprension relacional entre conceptos, representaciones y fendme-
nos. Estas expectativas también favorecen el desarrollo de actitudes de curiosidad, argumentacion
y validacion de resultados, aspectos coherentes con las competencias de modelacion y razona-
miento matematico que plantea el MEN (2006). En la tabla 7, presentamos el listado de las expec-
tativas afectivas que nos propusimos para nuestra unidad didactica.

Tabla 7
Listado de expectativas de tipo afectivo del tema
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EA Descripcion

1 Desarrollar curiosidad al seleccionar y aplicar estrategias para resolver problemas que
involucren el comportamiento en los extremos del dominio de las funciones polindmicas.

2 Desarrollar interés por formular conjeturas y representar problemas en contexto que
involucren el comportamiento en los extremos del dominio de las funciones polindmicas.

3 Desarrollar curiosidad por descubrir las relaciones no conocidas entre la subestructura
matematica (grado del polinomio) de una funcién polindmica con su comportamiento en
los extremos del dominio.

4  Desarrollar el habito del uso de las representaciones simbolicas y graficas de las
funciones polindmicas para argumentar su comportamiento en los extremos del dominio.

5  Desarrollar disposicion favorable para resolver y presentar explicaciones de situaciones
problema que involucren el comportamiento en los extremos del dominio de funciones
polindmicas.

Nota. EA: expectativa afectiva.

2.4. Esquema general de la unidad didactica

Tal como mostramos en la tabla 8, la unidad didactica est4 organizada en cuatro tareas de apren-
dizaje (TAs) que contribuyen al logro de los dos objetivos definidos. La planeacion contempla
siete sesiones de clase de 100 minutos cada una. Inicia con una tarea diagndstica de conocimientos
previos sobre funciones polindmicas y contintia con cuatro tareas de aprendizaje que avanzan
desde la exploracion con apoyo tecnologico hacia la resolucion manual, al pasar del trabajo indi-
vidual al colaborativo y del andlisis de un solo modelo al contraste entre varios. Esta secuencia
favorece una comprension progresiva del comportamiento en los extremos del dominio de las fun-
ciones polinémicas.

Tabla 8
Estructura general de la unidad didactica
Componente Nombre Objetivo que Tipo de analisis Sesiones
contribuye .
sugeridas
Tarea Diagnostico de N/A Repaso de 1 sesion
diagndstica  conocimientos previos conocimientos previos (parcial)
T1.1 El cohete Ol Andlisis algebraico y 1 sesion
multivariable grafico (tecnologico)
T1.2 El cohete Ol Andlisis algebraico 1 sesion
multivariable segunda (manual/ restringido)
parte
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Tabla 8

Estructura general de la unidad didactica

Componente Nombre Objetivo que Tipo de analisis Sesiones
contribuye .

sugeridas

T2.1 Seleccién de modelos 02 Comparacion de 1 sesion
modelos (tecnologico)

T2.2 Seleccion de modelos 02 Andlisis y contraste para 1 sesion
segunda parte la toma de decisiones

(manual)
Evaluacion Examen Final OlyO2 Integracion y evaluacion 1 sesion
final
Cierre Sesion de N/A Reflexion y 1 sesion
Retroalimentacion autoevaluacion

Las tareas T1.1 y T1.2 contribuyen al primer objetivo. Estas tareas se enfocan en la identificacion
de la regla dominante (coeficiente principal y grado) de una o varias funciones y la interpretacion
de dicho comportamiento en el contexto. La T1.1 utiliza tecnologia para la visualizacion (analisis
grafico), mientras que la T1.2 prioriza el andlisis algebraico para la rama derecha (anélisis ma-
nual/restringido). El segundo objetivo también se desarrolla por medio de dos tareas: T2.1 permite
utilizar un simulador para determinar intervalos y comportamientos relativos entre dos funciones;
mientras que T2.2 traslada ese andlisis al papel y lapiz, al promover la argumentacion algebraica
y la comunicacion matematica. El enfoque estd en el andlisis de las tasas de crecimiento a largo
plazo y la justificacion de la decision final.
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2. TAREA DIAGNOSTICA Y TAREAS DE
APRENDIZAJE

En este apartado, presentamos la tarea diagndstica y las tareas de aprendizaje de ambos objetivos.
Para cada tarea, elaboramos una introduccion que sitiia su intencion y meta dentro de la unidad
didactica. Posteriormente, detallamos su descripcion, que incluye los requisitos, la formulacion y
los recursos necesarios; anticipamos los errores y ayudas asociados a los principales desafios de
los estudiantes; presentamos el grafo de criterios de logro (CdL) y los caminos de aprendizaje
previstos; e incorporamos las sugerencias metodologicas para la actuacion docente. Finalmente,
establecemos los criterios de evaluacion que permiten al colega identificar evidencias de logro
mediante procedimientos clave como la manipulacion intencional de coeficientes, el andlisis de
términos dominantes, la traduccion contextual de propiedades de funciones y la identificacion de
puntos de interseccion para la aplicacion de estrategias de solucion.

1. TAREA DIAGNOSTICA

La tarea diagnostica tiene como proposito identificar los conocimientos previos (ver anexo 2) de
los estudiantes sobre las funciones polindmicas cuadraticas y su interpretacion en contextos reales.
Mediante el analisis de dos modelos que representan la velocidad de ciclistas en una competencia,
se busca reconocer como los estudiantes establecen relaciones entre variables, interpretan los coe-
ficientes y el grado del polinomio, y describen el comportamiento de las funciones a corto y largo
plazo. La tarea permite observar las estrategias iniciales de razonamiento algebraico y grafico que
los estudiantes utilizan al abordar situaciones de variacion, constituyendo un punto de partida para
orientar las tareas de aprendizaje posteriores de la unidad didactica.

Dos ciclistas participan en una competencia de montafia. Las funciones V; (t) = —2t2 + 8t +
5y Vy(t) = (—2t +4)(3t + 3) modelan sus velocidades (en metros por segundo) para un
tiempo especifico (en minutos) mayor o igual a 0 minutos. Los organizadores necesitan anali-
zar estas funciones para optimizar el desempeno de los ciclistas. Responde las siguientes pre-
guntas basandote en las funciones V (t):

1. En las funciones presentadas, /cudl es la variable del tiempo y cual es la de la velocidad?
2. Identifica cudl es la variable dependiente y cual la independiente en ambas funciones.
3. Elabora una tabla en la que evalues 7 valores de t desde 0 hasta 5 de ambas funciones.

4. Identifica el coeficiente principal del polinomio V(t) en ambas funciones.
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5. Identifica el grado principal del polinomio en ambas funciones.

A continuacion, para la funcion V; (t) = —2t2 + 8t + 5 responde las siguientes preguntas:
6. Realiza una grafica de la velocidad en funcion del tiempo.

7. Calcula los valores de t para los que la velocidad es igual a 0.

8. Identifica el intervalo donde la velocidad es mayor a 0.

9. Identifica el intervalo donde la velocidad es negativa.

10. Calcula el cambio de velocidad promedio (pendiente de la recta secante) entre
t=1yt=15

11. Utiliza un software grafico (GeoGebra u otro) para graficar la funcion V; (t).

12. Identifica el punto maximo de las funciones. ;Qué significa este valor en el contexto de la
competencia?

2. TAREAS DE APRENDIZAJE DEL PRIMER OBJETIVO

Las tareas T1.1 (EI cohete multivariable) y T1.2 (El cohete multivariable — segunda parte) contri-
buyen al desarrollo de la capacidad para emplear técnicas que permitan describir el comporta-
miento en los extremos del dominio de funciones polindmicas, con el fin de interpretar modelos
matematicos en diferentes contextos aplicados. A continuacidn, presentamos la introduccion y
descripcion para cada una, indicamos su intencidon en la unidad didactica y su contribucion a la
meta de aprendizaje.

Tarea 1.1 El cohete multivariable

La intencion de la tarea 1.1 es introducir a los estudiantes en la exploracion del comportamiento
grafico de funciones polindmicas mediante un contexto lidico y motivante: el lanzamiento de un
cohete con trayectorias determinadas por polinomios de distintos grados. Esta situacion permite
que los estudiantes comiencen a reconocer como los coeficientes y el grado del polinomio influyen
en la forma y direccion de la gréafica, al establecer conexiones entre la expresion algebraica y su
representacion grafica.

La meta de la tarea es que los estudiantes comprendan cémo las variaciones en los coeficientes
afectan la trayectoria del cohete, al favorecer una comprension inicial del comportamiento en los
extremos del dominio de las funciones. Ademas, la actividad sienta las bases para futuras tareas al
promover el analisis visual y numérico con apoyo de herramientas tecnologicas. Esta tarea cumple
una funcioén introductoria al tema, ya que permite que los estudiantes exploren de manera inicial
coémo los coeficientes modifican la forma del polinomio al manipularlos directamente en la apli-
cacion disefiada para este proposito. Esta exploracion guiada fomenta la comprension intuitiva
antes de avanzar hacia analisis mas formales.

A continuacion, presentamos los elementos descriptores de la tarea 1.1 que buscan precisar
los aspectos estructurales, conceptuales y organizativos de la tarea, al describir los conocimientos
previos requeridos, su contribucion al objetivo de aprendizaje, la formulacion de la actividad, los
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procedimientos implicados, los sistemas de representacion movilizados, los recursos y materiales
necesarios, asi como las formas de agrupamiento, interaccion y temporalidad previstas. Esta des-
cripcion permite comprender de manera integral como la tarea se articula con las metas de la uni-
dad didactica y con el desarrollo de las capacidades matematicas que orientan el proceso de ense-
flanza y aprendizaje.

Requisitos previos

Esperamos que los estudiantes sean capaces de evaluar funciones en puntos especificos, represen-
tarlas graficamente con una herramienta digital y reconocer la relacion entre las variables indepen-
diente y dependiente. Asimismo, los estudiantes deben manejar conceptos bésicos como coefi-
ciente, grado y término constante de un polinomio. Estos conocimientos iniciales son
fundamentales para interpretar de manera adecuada la relacion entre la forma algebraica y su com-
portamiento grafico.

LAportes a los objetivos

La tarea busca que los estudiantes comprendan como el signo y el grado del polinomio afectan el
comportamiento en los extremos del dominio de la funcién. Mediante la manipulacion de los coe-
ficientes, se espera que los estudiantes identifiquen patrones que les permitan predecir el creci-
miento o decrecimiento de la grafica y establecer conexiones entre las propiedades algebraicas y
las caracteristicas geométricas del modelo.

Formulacion de la tarea

Planteamos que cada estudiante programe un cohete que opera en cuatro modos distintos de vuelo,
donde cada modo corresponde a una funcion polinémica de diferente grado. El reto consiste en
ajustar los coeficientes de manera que el cohete atraviese un conjunto de “metas” o puntos prede-
finidos en el plano. Esta formulacion promueve la experimentacion con diferentes configuraciones
de los coeficientes y favorece la comprension de su influencia en la trayectoria del cohete.

Conceptos y procedimientos previos

Los conceptos se centran en la evaluacion de funciones polindmicas, la identificacion del grado y
del coeficiente principal, asi como en la relacion entre la representacion algebraica y la gréfica.
Para alcanzar estos objetivos, los estudiantes deben realizar procedimientos que incluyen la eva-
luacion numérica de funciones, la construccion de tablas de valores y la representacion grafica. A
partir de estos recursos, se espera que los estudiantes analicen las variaciones de la curva cuando
modifican los parametros de la funcion.

2Sistemas de representacion

Los estudiantes trabajan con representaciones algebraicas, mediante la expresion del polinomio;
con representaciones graficas, al observar la trayectoria del cohete; con representaciones numéri-
cas, al registrar los valores de los coeficientes y las coordenadas de las metas; y con representacio-
nes verbales, al interpretar y comunicar los resultados. Esta articulacion de sistemas de represen-
tacion es esencial para el desarrollo de la comprension funcional.
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Contexto

El contexto de la tarea corresponde al &mbito cientifico, en la medida en que los estudiantes mo-
delan una trayectoria fisica y analizan el movimiento del cohete desde una perspectiva matematica.
Este tipo de situacion favorece la conexion entre el conocimiento escolar y fendmenos del mundo
real.

3Recursos

Empleamos un simulador interactivo disponible en linea
(https://nolopez338.github.io/juego_cohete/ol/index.html) que permite modificar los coeficientes
del polinomio y visualizar en tiempo real los cambios en la grafica. Este recurso tecnoldgico apoya
el aprendizaje activo y facilita la verificacion inmediata de las hipdtesis formuladas por los estu-
diantes.

Agrupamiento y las interacciones

La actividad se desarrolla de manera individual para garantizar que cada estudiante explore de
forma auténoma las variaciones de la funcion. La interaccion entre profesor y estudiantes consiste
en la presentacion del simulador, la orientacion de las metas y el acompanamiento durante la ex-
perimentacion. Ademads, promovemos la interaccion entre pares mediante discusiones breves sobre
qué coeficiente modificar y en qué direccion hacerlo para lograr que el cohete alcance la meta.

Instrucciones clave del profesor

El docente muestra un ejemplo en el que uno de los coeficientes varia, para evidenciar como este
cambio modifica la forma de la grafica. A partir de esta demostracion, los estudiantes pueden
experimentar por si mismos, al ajustar los coeficientes para lograr que el cohete atraviese las metas
y al construir, de manera intuitiva, una comprension del efecto que cada parametro tiene sobre el
polinomio.

4Temporalidad

La temporalidad de la tarea se distribuye de la siguiente manera: cinco minutos para la presentacion
del objetivo de la unidad didactica, treinta minutos para la explicacion del tema y ejemplos inicia-
les, cinco minutos de descanso, cinco minutos para la presentacion de la tarea, cuarenta minutos
para el desarrollo autdbnomo, y quince minutos para la retroalimentacion y el cierre colectivo. Esta
organizacion del tiempo busca equilibrar los momentos de instruccion, experimentacion y refle-
Xion.

Errores y ayudas
Los errores mas frecuentes se relacionan con la identificacion incorrecta del grado del polinomio
y del signo del coeficiente principal, asi como con la confusion entre los términos del polinomio y
su efecto en la grafica. Los errores mas frecuentes son los siguientes:
¢ Confundir el grado de la funcién con el coeficiente principal (E20).
¢ No comprender como los coeficientes determinan la forma general del polinomio (E26—
E28).
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¢ Interpretar de manera incorrecta el comportamiento en los extremos del dominio de las
ramas izquierda o derecha (E70-E73).

¢ No reconocer el papel del término constante en la traslacion vertical de la grafica (E43—
E49).

Las ayudas asociadas consisten en guiar al estudiante a identificar la forma general del polinomio
(A4); analizar los puntos criticos (AS5) y la relacion entre maximos, minimos e inflexiones; evaluar
el grado y signo del coeficiente principal para predecir el comportamiento en los extremos del
dominio (A22—-A25); utilizar herramientas graficas para confirmar las predicciones (A23—-A24);y
comprender el dominio y rango de la funcion mediante la eleccion adecuada de escalas (A15—
Al8).

Grafo de criterios de logro de la tarea
En la figura 6, mostramos el grafo de criterios de logro del primer objetivo, y sobre este resaltamos
el grafo de criterios de logro de la tarea 1.1. Entre los criterios de logro més relevantes se encuen-
tran los siguientes:

¢ Reconocer las partes estructurales de un polinomio (CdL 1.1).

¢ Evaluar la funcion en puntos especificos (CdL 1.8).

¢ Interpretar el comportamiento en los extremos del dominio segun el grado y el signo del

coeficiente principal (CdL1.13-1.14).
¢ Relacionar la representacion algebraica con la representacion grafica (CdL1.9-1.10).

Las estrategias para la solucion de esta tarea se centran en el uso simultaneo de métodos algebrai-
cos y tecnoldgicos, al favorecer la transicion entre la manipulacion simbdlica y la comprension
visual del fendmeno. La figura 6 corresponde al grafo del primer objetivo, en el que se resaltan los
criterios de logro que el desarrollo de la tarea T1.1 busca activar.
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[ 1.1 Identifico la funcién del problema y sus propiedades. ]
L2

[ 1.2 Decido como utilizar la funcién del problema. ]
|
¥
1.3 Grafico con una tabla 1.4 Elaboro graficos 1.5 Grafico al utilizar 1.6 Identifico las propiedades
a través de la evaluacién con herramientas informacién de raices y relevantes del polinomio a
de varios puntos. digitales. coeficientes. partir de su forma algebraica.
|
R 2
[1.7 Identifico las restricciones del contexto en la funcién.]
2
[ 1.8 Decido como identificar puntos relevantes ]
|
A 7 ¥
1.9 Identifico elementos relevantes de 1.10 Identifico elementos relevantes de
la funcién de manera grafica. la funcién de manera algebraica.
L 1
1.11 Identifico los elementos necesarios para el
analisis final de la funcién.

[ 1.12 Selecciono las ramas con las que voy a trabajar. ]

|
2 ¥

[ 1.13 Hago un analisis de comportamiento] [1 .14 Hago un analisis de comportamiento de]

de ambas ramas. la rama derecha.

L |
K 2

[ 1.15 Comunico los resultados obtenidos de manera efectiva. ]

Figura 6. Grafo de criterios de logro de la tarea de aprendizaje 1.1

Durante el desarrollo de la tarea, se plantean dos posibles caminos de resolucion. En el primero,
el andlisis se realiza de manera grafica, dado que los estudiantes interpretan la forma general del
polinomio, identifican el grado y el signo del coeficiente principal y predicen el comportamiento
en los extremos del dominio de la funcién al observar la orientacion de sus ramas. En el segundo,
el enfoque es algebraico y aritmético, ya que los estudiantes buscan los polinomios que cumplen
las restricciones impuestas en el rango para determinados puntos del dominio y presentan sus re-
sultados y conclusiones a partir de los célculos realizados. En ambos casos, la herramienta digital
empleada en la actividad permite realizar y visualizar ambos procedimientos, lo que facilita la
comparacion entre la exploracion gréafica y la exposicion algebraica de los resultados.

Cada error (E26—E32, E70-E73) se asocia a un criterio de logro (ver anexo 4), como la co-
rrecta identificacion del grado, la interpretacion de la simetria y la prediccion del comportamiento
en los extremos del dominio. Los caminos de aprendizaje del grafo de criterios de logro reflejan
la transicion desde la exploracion con un programa de geometria dindmica hacia la comprension
algebraica del modelo.

Actuacion del profesor

El profesor presenta la tarea con un lenguaje accesible y contextualizado, al enfatizar la relacion
entre el experimento del cohete y el estudio de las funciones polinémicas. Durante el desarrollo,
observa las estrategias de los estudiantes, interviene ante confusiones sobre el grado o el signo del
coeficiente principal y fomenta la verificacion con el simulador. El docente introduce el contexto
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con apoyo de animaciones y promueve que los estudiantes expliquen con sus palabras como los
coeficientes modifican la trayectoria. Durante el trabajo individual, observa los errores comunes
(especialmente en la identificacion de grado y signo) y formula preguntas orientadoras como las
siguientes:

¢ [ Qué efecto tiene aumentar este coeficiente?

¢ [Como cambia la grafica si el signo del coeficiente principal es negativo?

En la retroalimentacion final, el profesor destaca los vinculos entre coeficientes y comportamiento
grafico, al guiar a los estudiantes hacia una comprension cualitativa de la relacion entre modelo y
fenémeno.

Sugerencias metodologicas y aclaraciones de la tarea

Es conveniente iniciar la tarea 1.1 con una breve conversacion sobre el papel de las funciones
polindomicas en la modelacion de trayectorias fisicas. Recomendamos usar ejemplos visuales (vi-
deos cortos o0 animaciones) que muestren distintas curvas y comportamientos.

Al presentar la tarea 1.1, es importante enfatizar que cada modo de funcionamiento del cohete
representa una funcion de distinto grado. Esto facilitard que los estudiantes comprendan que el
grado determina la forma general de la trayectoria. Durante el trabajo con la herramienta digital,
sugerimos orientar a los estudiantes a predecir antes de graficar el efecto de modificar un coefi-
ciente. De esta manera, la simulacion tecnologica se convierte en una instancia de verificacion de
hipotesis. Recomendamos pedir que registren capturas de pantalla de sus resultados y breves des-
cripciones escritas sobre como los cambios en los coeficientes afectaron el recorrido. El docente
debe aprovechar los errores mas comunes (por ejemplo, invertir el signo del coeficiente o confun-
dir el término independiente) como oportunidades de discusion colectiva, al preguntar ;qué cambid
en la forma del cohete cuando modificaste este valor? Si el tiempo lo permite, puede proponerse
una pequefia comparacion entre trayectorias de diferentes estudiantes para evidenciar la variedad
de comportamientos posibles con polinomios de distintos grados.

Evaluacion
El logro de las metas de esta tarea puede identificarse a partir de las capacidades (ver anexo 1) de
los estudiantes para relacionar los coeficientes del polinomio con la forma y el comportamiento de
la grafica. Las evidencias mas claras surgen de los siguientes aspectos:
¢ Reconoce los coeficientes principales y el grado del polinomio, relaciondndolos con el
comportamiento en los extremos del dominio (C9, C15, C59).
¢ Interpreta correctamente las ramas izquierda y derecha (C17—C20) y distingue creci-
miento/decrecimiento (C23, C24, C25).
¢ Usa la herramienta tecnologica de manera pertinente (C10, CdL1.4), al ajustar los parame-
tros hasta lograr la trayectoria esperada.
¢ Explica con claridad sus hallazgos en lenguaje comprensible (C36, C50, CdL1.15).

La evaluacion de la tarea se centra en verificar si los estudiantes son capaces de relacionar los
coeficientes del polinomio con la forma y el comportamiento de la gréfica, al interpretar adecua-
damente el papel del grado y del signo del coeficiente principal. Las evidencias de logro se obser-
van tanto en las producciones graficas como en las explicaciones verbales y escritas de los
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estudiantes. Los criterios de logro asociados corresponden principalmente a los que describen la
progresion desde la identificacion de la funcidn y sus elementos estructurales hasta el analisis de
sus propiedades globales. En particular, resultan relevantes los siguientes:
¢ Identifico la funcion del problema y sus propiedades (CdL1.1).
¢ Grafico mediante tabla o con herramientas digitales (CdL1.3 / CdL1.4)
¢ Reconozco propiedades relevantes y elementos del analisis final de la funcion (CdL1.6 /
CdL1.11)

Entre los errores mas frecuentes observados en esta tarea se destacan aquellos relacionados con la
identificacion estructural y el analisis grafico de las funciones polindmicas. En particular, los es-
tudiantes suelen confundir el grado del polinomio con el coeficiente principal (E20), ignorar el
efecto del signo o la paridad en el comportamiento en los extremos del dominio de la funcién (E25,
E29) y malinterpretar el sentido de crecimiento o decrecimiento de las ramas (E70—-E73). Estos
errores se asocian a las dificultades D1 (identificacion estructural) y D2 (andlisis de propiedades
globales). Cuando aparecen, el docente debe revisar la comprension de las relaciones entre grado,
signo y curvatura.

Las expectativas afectivas que la tarea 1.1 promueve son EA1-EA3 al desarrollar curiosidad
por las relaciones entre el grado del polinomio y su comportamiento en los extremos del dominio.
Se observa el logro de estas expectativas afectivas cuando los estudiantes exploran y comentan
espontaneamente qué ocurre al cambiar los coeficientes en el simulador. Un estudiante logra ple-
namente la meta si describe con precision como el signo y grado determinan la orientacion de las
ramas y puede justificar sus afirmaciones con ejemplos.

Tarea 1.2 El cohete multivariable segunda parte

Para la segunda tarea del primer objetivo, los estudiantes ya no dependen de herramientas tecno-
logicas; por el contrario, se espera que verifiquen y justifiquen sus resultados mediante procedi-
mientos algebraicos y representaciones graficas elaboradas manualmente. La tarea cumple una
funcion de transicion dentro de la unidad didactica, ya que articula el trabajo exploratorio con
simuladores de la tarea 1.1 y la consolidacion analitica que exige el estudio formal de las funciones
polindmicas.

Requisitos previos

Para llevar a cabo esta tarea, los estudiantes deben poseer la capacidad de graficar y analizar fun-
ciones polindmicas de manera manual. Esto implica reconocer puntos criticos, madximos y mini-
mos, asi como comprender la relacion entre los coeficientes del polinomio y el comportamiento
en los extremos del dominio de la grafica. El dominio de estas habilidades constituye un requisito
indispensable para avanzar hacia una comprension mas profunda de las propiedades algebraicas y
graficas de las funciones.

Aportes a los objetivos

La tarea contribuye de forma directa al objetivo de aprendizaje, ya que busca que los estudiantes
consoliden la comprension del comportamiento de las funciones polindmicas sin recurrir al apoyo
tecnoldgico. En este sentido, la actividad promueve el razonamiento simbdlico y la interpretacion
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analitica, al permitir que los estudiantes verifiquen, mediante sus propios céalculos, coémo los coe-
ficientes determinan la posicion, la forma y la orientacion de la grafica.

Formulacion de la tarea

Los estudiantes deben reproducir el andlisis realizado en la tarea 1.1, pero esta vez sin utilizar el
simulador. Con papel y lapiz, deben determinar los valores de los coeficientes que permitan que
el cohete atraviese las metas asignadas en los cuatro modos de vuelo. Este proceso requiere que
los estudiantes apliquen procedimientos algebraicos para evaluar la funcion, identifiquen los pun-
tos donde cambia de crecimiento a decrecimiento y describan como estas variaciones se reflejan
en la trayectoria del cohete.

Conceptos y procedimientos implicados

Los conceptos y procedimientos implicados incluyen la identificacién manual de puntos criticos,
el analisis de intervalos de crecimiento y decrecimiento, la aplicacion de reglas de signos y opera-
ciones con potencias, y la verificacion del comportamiento en los extremos del dominio de la fun-
cion. El desarrollo de estos procedimientos promueve una comprension mas precisa de las relacio-
nes entre los elementos algebraicos del polinomio y su representacion grafica.

Sistemas de representacion

La tarea integra tres sistemas de representacion: el algebraico, que se expresa en las ecuaciones
polindmicas; el verbal, que se manifiesta en la justificacion de los resultados y en la interpretacion
del contexto; y el grafico, que se construye mediante bosquejos elaborados a mano. Esta articula-
cidn entre representaciones permite a los estudiantes transitar del lenguaje simbolico al visual y al
argumentativo.

Contexto

El contexto de la tarea se enmarca en el &mbito cientifico, pues los estudiantes deben predecir el
comportamiento del cohete en funcion de los valores del tiempo, al analizar la correspondencia
entre el modelo fisico y la funcion matematica que lo describe.

Recursos
La tarea requiere de recursos sencillos que promueven el trabajo manual: papel cuadriculado, lapiz,
calculadora cientifica y una hoja de trabajo fisica disefiada para registrar los calculos y las graficas.

Agrupamiento e interaccion

La tarea se desarrolla en grupos de trabajo colaborativo. El docente orienta el proceso mediante
instrucciones claras, al enfatizar que no deben emplearse calculadoras graficas ni simuladores, ya
que el foco es el razonamiento algebraico. Durante la actividad, fomentamos la discusion entre los
miembros del grupo y la justificacion explicita de las respuestas. El profesor plantea preguntas que
promueven la argumentacion, tales como: ;Por qué, si el grado del polinomio es pary el coeficiente
principal negativo, la funcidén decrece hacia la derecha?
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Temporalidad

La temporalidad de la tarea se organiza de la siguiente manera: cinco minutos para recordar el
objetivo general de la unidad, veinticinco minutos para la revision de los conceptos clave, cinco
minutos de descanso, cinco minutos para presentar la tarea, treinta y cinco minutos para el desa-
rrollo en grupos, quince minutos para la retroalimentacion colectiva y diez minutos para el cierre
final. Esta estructura temporal busca favorecer el equilibrio entre el trabajo guiado, el razona-
miento autdbnomo y la socializacion de resultados.

Errores y ayudas
Los errores mas frecuentes se relacionan con la manipulacion incorrecta de expresiones algebrai-
cas y la interpretacion inadecuada de las graficas elaboradas manualmente. Entre ellos se destacan
los siguientes:

¢ Errores en el uso de exponentes y paréntesis al elevar términos (E41-E43).

¢ Confundir maximos locales con globales o ignorar puntos de inflexion (E61-E67).

¢ Identificar erroneamente intervalos de crecimiento o decrecimiento (E68—E71).

Los errores E41-E43 y E66—E69 se asocian a los criterios de logro que implican la interpretacion
de la concavidad, la localizacién de puntos criticos (CdL 1.8-1.11), y la distincion de comporta-
mientos crecientes y decrecientes (CdL 1.13 y CdL.1.14). Las siguientes ayudas son relevantes
para resolver la tarea 1.2 y pueden verse en el anexo 5:

Verificar la elevacion de términos y uso de paréntesis (A6—A7).

Reforzar la importancia del término constante (AS).

Sugerir la revision del dominio y rango antes de graficar (A15-A17).

Guiar la identificacion de extremos y puntos de inflexion (A35-A41).

Recordar la distincion entre grado y coeficiente principal (A26—A27).

* & & o o

Grafo de criterios de logro de la tarea

En la figura 7, mostramos que el grafo de criterios de logro de la tarea 1.2, mantiene la estructura
del primer objetivo, pero introduce una nueva ruta de aprendizaje: el paso del razonamiento tec-
noldgico al analitico-manual. Durante el desarrollo de la tarea 1.2, esperamos que los estudiantes
adopten estrategias que integren el razonamiento algebraico con la verificacion grafica.

En primer lugar, los estudiantes deben realizar calculos manuales de la funcion en distintos
valores de la variable, con el fin de comprobar la coherencia de los resultados obtenidos y recono-
cer el comportamiento en los extremos del dominio de la funcidn. Este proceso les permite esta-
blecer una relacion directa entre los calculos numéricos y la tendencia general del polinomio, al
identificar si la grafica crece, decrece o cambia de concavidad en determinados intervalos.

En segundo lugar, los estudiantes deben identificar los puntos maximos y minimos de la fun-
cion y explicar como los coeficientes influyen en la curvatura de la grafica. Esta estrategia favorece
la interpretacion del papel de los coeficientes en la forma global de la funcion y fortalece la com-
prension de los conceptos de crecimiento, decrecimiento y concavidad. Mediante estas acciones,
los estudiantes construyen una vision analitica del comportamiento del polinomio, fundamentada
tanto en procedimientos algebraicos como en argumentos conceptuales.
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1.4 Elaboro graficos
con herramientas
digitales.

Figura 7. Grafo de criterios de logro de la tarea de aprendizaje 1.2

Actuacion del profesor
El docente acompafia a los grupos, observa las estrategias y verifica que los calculos se realicen
paso a paso. También, promueve la justificacion verbal de los resultados y fomenta el intercambio
entre pares. En la socializacion final, el educador dirige y motiva la reflexion colectiva con pre-
guntas como las siguientes:

¢ Qué papel cumple el signo del coeficiente principal en la forma de la curva?

¢ /Por qué tu grafica manual difiere de la obtenida en la tarea anterior con tecnologia?

Sugerencias metodologicas y aclaraciones de la tarea

La tarea 1.2 es una extension sin apoyo tecnoldgico. Por lo anterior, se sugiere recordar a los
estudiantes los pasos al graficar manualmente antes de iniciar. Puede ser util que el docente mues-
tre un ejemplo completo de calculo manual con un polinomio de segundo grado, al resaltar como
se determinan los puntos de corte, mdximos o minimos. Es aconsejable enfatizar la relacion entre
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la observacion visual (la forma de la curva) y la explicacion algebraica (el efecto de los coeficien-
tes).

Para fortalecer la argumentacion, cada grupo redacta un breve texto explicativo sobre como
determind los coeficientes que hacen que el cohete cruce las metas. El cierre debe centrarse en
reflexionar sobre la diferencia entre resolver con tecnologia y hacerlo manualmente, con la si-
guiente pregunta: ;qué aprendimos sobre los célculos y las graficas al no usar el simulador? En la
figura 7, mostramos el grafo de criterios de logro de la tarea 1.2.

Evaluacion
La evaluacion de esta tarea se centra en verificar si los estudiantes son capaces de reproducir ma-
nualmente el analisis y representacion grafica de polinomios al comprender el vinculo entre coe-
ficientes y comportamiento. Entre las evidencias de logro se encuentran:
¢ Calcula manualmente valores de la funcion (C16, C31) y obtiene una representacion cohe-
rente (C11, C12).
¢ Identifica puntos extremos (C21, C22, C27, CdL1.9-1.10) y describe correctamente la ten-
dencia de las ramas.
¢ Justifica los resultados con argumentos algebraicos claros (C34, C35),

El docente puede valorar el avance al observar si el estudiante mantiene el control conceptual sin
apoyo tecnologico. Un logro alto implica la capacidad de explicar con autonomia como los coefi-
cientes afectan la trayectoria y un desempefio basico se reconoce cuando el estudiante solo puede
replicar procedimientos sin argumentar sus efectos. Los criterios de logro mas relevantes son:
¢ Graficar a partir de la evaluacion de puntos y determinar maximos/minimos algebraica-
mente (CdL1.3 / CdL1.10).

¢ Analizar ramas y comunicar resultados (CdL1.13—CdL1.15).

Los errores mas frecuentes de esta tarea se presentan en la evaluacion de la funcion (E41-E43); la
confusion entre intervalos crecientes y decrecientes (E66—E69); y la escala inadecuada o desaten-
cion al término constante (E84—ES85). En el anexo 6, incluidmos las fichas de los imprimibles y en
el anexo 7, elaboramos una tabla en Excel como guia para otros colegas en la implementacion de
las tareas de nuestra unidad didactica.

3. TAREAS DE APRENDIZAJE DEL SEGUNDO OBJETIVO

En este apartado, presentamos las tareas de aprendizaje correspondientes al segundo objetivo. Las
tareas T2.1 (Seleccion de modelos) y T2.2 (Mejor estrategia) contribuyen al desarrollo del segundo
objetivo al analizar y contrastar modelos de funciones polindmicas que describen fenomenos del
mundo real, para tomar decisiones fundamentadas a partir de las diferencias y similitudes identifi-
cadas.

Las tareas 2.1 y 2.2 buscan que los estudiantes consoliden su comprension del comportamiento
de las funciones polindmicas y sean capaces de seleccionar, justificar y comparar diferentes mo-
delos o estrategias para representar una situacion. En este sentido, la tarea 2.1 se centra en la se-
leccion del modelo polindmico mas adecuado para describir un fendmeno, mientras que la tarea
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2.2 busca que los estudiantes analicen y valoren distintas estrategias de resolucion, al identificar
la mas coherente y eficiente seglin el contexto.

A continuacion, presentamos la introduccion y descripcion de las tareas de aprendizaje del
segundo objetivo. Indicamos su intencion en la unidad didéactica y su contribucion a la meta de
aprendizaje.

Tarea 2.1 Seleccion de modelos

La intencidn de esta tarea es que los estudiantes desarrollen la capacidad de analizar y comparar
diferentes funciones polindmicas con el fin de identificar cudl de ellas se ajusta mejor a una situa-
cion contextual dada. Esta actividad busca fortalecer la comprension conceptual y grafica del com-
portamiento de las funciones, al promover el razonamiento comparativo y la interpretacion de los
modelos en funcion de los datos que representan.

Dentro de la secuencia de la unidad didéctica, esta tarea permite que los estudiantes apliquen
los conocimientos adquiridos en las tareas anteriores sobre la influencia de los coeficientes, el
grado y el signo en el comportamiento global de las funciones polindmicas. A continuacion, pre-
sentamos los elementos de la tarea 2.1. Para resolver esta tarea, los estudiantes deben partir de un
conjunto de graficos o expresiones algebraicas que representan distintos modelos polinémicos. Se
les presenta una situacion (por ejemplo, el movimiento de cohetes) y deben seleccionar cuél de las
funciones propuestas modela mejor el comportamiento descrito.

Conocimientos previos

Los conocimientos previos para abordar la tarea incluyen la capacidad de reconocer los elementos
estructurales de un polinomio, interpretar la relacion entre los coeficientes y la forma de la gréfica,
y describir el comportamiento en los extremos del dominio de las ramas de la funciéon. También
se espera que los estudiantes sepan relacionar la variacion de los datos con el tipo de crecimiento
o decrecimiento que muestra una funcion.

Aportes a los objetivos

La tarea 2.1 aporta al segundo objetivo de aprendizaje al permitir que los estudiantes no solo apli-
quen los conocimientos adquiridos en las actividades previas (como el reconocimiento del grado,
el coeficiente principal y el comportamiento en los extremos del dominio de las funciones), sino
que desarrollen la habilidad de comparar y justificar la pertinencia de distintos modelos polinémi-
cos. De este modo, la tarea contribuye al logro del objetivo porque promueve el transito del razo-
namiento algoritmico (centrado en el célculo o representacion grafica) hacia un razonamiento ana-
litico y argumentativo, en el que la toma de decisiones se fundamenta en relaciones entre las
propiedades matematicas y el contexto. Ademads, la tarea fomenta capacidades propias del pensa-
miento matematico como la modelacion, la interpretacion funcional y la argumentacion, al exigir
que los estudiantes expliquen por qué un modelo representa mejor el fendémeno. También favorece
el desarrollo de actitudes de reflexion, colaboracion y validacion de ideas matematicas en grupo.

Formulacion de la tarea
Hay dos cohetes A y B. Se proporciona la trayectoria del cohete A en el cuarto modo de funciona-
miento mediante un polinomio distinto para cada estudiante. El cohete B también opera en el cuarto
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modo, pero sus coeficientes estan sin definir. El propdsito de la tarea es determinar, para tres gru-
pos de restricciones independientes, los coeficientes del polinomio del cohete B que cumplan exac-
tamente las condiciones de cada grupo. La distancia entre dos cohetes se entiende como la dife-
rencia vertical entre las trayectorias en un x indicado. Existen restricciones de distancia entre los
cohetes en ciertos puntos del eje x.

Ademas de las restricciones de distancia, cada grupo de restricciones indica si, hacia el final
del recorrido (al avanzar hacia la derecha del plano), el cohete B debe mantiene la misma direccion
que el cohete A o toma una direccion distinta hasta el fin. La representacion simbodlica de la tra-
yectoria del cohete A es ax3 — bx? + cx + d, donde a, b, ¢, d son los 4 primeros nimeros distintos
de 0 de la tarjeta de identificacion del estudiante. Las restricciones para cada uno de los tres grupos
son las siguientes. Para el grupo 1, en el instante x = 1, la distancia entre ambos cohetes es menor
que 5; en el instante x = 2, la distancia entre ambos cohetes es al menos 10; y en el instante x =

3, la distancia entre ambos cohetes es menor que 5 y la direccion al final es igual a la del cohete
A.

Para el grupo 2, en el instante x = 10, la distancia entre ambos cohetes es menor que m3; en
el instante x = 50, la distancia entre ambos cohetes es al menos m4; en el instante x = 100,
ambos cohetes se encuentran a la misma altura. La direccion al final es distinta a la del cohete A.
Para el grupo 3, en el intervalo x € [d1, el], la distancia entre cohetes se mantiene por debajo de
m5; en el instante x = f1, la distancia entre ambos cohetes es al menos m6; y en el instante x =
g1, ambos cohetes se encuentran a la misma altura y la direccion al final es la que el docente
especifica si debe ser igual o distinta a la del cohete A.

Los entregables son los coeficientes del polinomio del cohete B que satisfacen todas las res-
tricciones del grupo de restricciones y la imagen del recorrido de los cohetes. Para eso, utiliza el
siguiente recurso: https://nolopez338.github.io/juego_cohete/02/index.html

La formulacion de la tarea orienta a los estudiantes a analizar cada una de las funciones dadas
y describir sus caracteristicas principales (raices, puntos criticos, grado y comportamiento al infi-
nito) para comparar las funciones polindmicas entre si, al identificar semejanzas y diferencias en
su forma y en su adecuacion al contexto y al justificar cudl de las funciones representa mejor la
situacion y explicar las razones que sustentan la eleccion.

Conceptos y procedimientos previos

En el desarrollo de la tarea, los conceptos y procedimientos implicados son el andlisis del signo
del coeficiente principal, la interpretacion del grado, la identificacion de maximos y minimos re-
lativos, la determinacion de intersecciones con los ejes y el estudio del comportamiento en los
extremos del dominio.

1Sistemas de representacion
Los sistemas de representacion que se movilizan son el simboélico (ecuaciones), el grafico (repre-
sentacion visual) y el verbal (argumentacion y justificacion).

Contexto
La tarea plantea una situacion en la que los estudiantes deben analizar diferentes modelos mate-
maticos (funciones polindmicas) que representan fendmenos observables, como la trayectoria de
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un objeto. En este sentido, involucra la comprension de relaciones cuantitativas y el uso de las
matematicas para explicar o predecir comportamientos en fendmenos naturales o experimentales,
lo que corresponde al contexto cientifico.

Recursos

Los recursos empleados incluyen el enunciado del problema con las tres funciones, papel cuadri-
culado, lapiz, calculadora cientifica y, opcionalmente, software de graficacion para la verificacion
final.

Agrupamiento e interacciones
Recomendamos el trabajo en parejas o grupos pequeios, para favorecer la comparacion de ideas
y la construccion colectiva de argumentos.

Instrucciones clave del profesor

El docente orienta el didlogo con preguntas como las siguientes: ;qué rasgos del modelo justifican
tu eleccion?, ;como influye el coeficiente principal en el comportamiento de la funcion? y ¢por
qué el modelo elegido se ajusta mejor al fenémeno descrito?

2Temporalidad
La temporalidad sugerida es de 60 minutos: 10 minutos de introduccién y contextualizacion, 35
minutos de andlisis grupal y 15 minutos de socializacion y cierre.

Errores y ayudas
Los errores mas frecuentes (ver anexo 3) estan relacionados con la dificultad para establecer co-
rrespondencias entre las caracteristicas algebraicas de las funciones y la descripcion del contexto.
Algunos estudiantes tienden a

¢ Escoger la funcién al basarse tinicamente en la apariencia de la grafica (E20, E70).

¢ Confundir el grado del polinomio con el nimero de raices visibles (E23).

¢ Reconocer de manera incorrecta el comportamiento en los extremos del dominio segun el

signo del coeficiente principal. (E25, E73).

Las ayudas consisten en guiar al estudiante a relacionar la exploracion visual con la comprension
algebraica del modelo (A22, A25, A26). Se aplican de manera gradual y progresiva, de modo que
el estudiante mantenga su autonomia en el razonamiento mientras integra ambas formas de anali-
sis. A continuacion, presentamos ayudas relevantes para esta tarea:

¢ Sugerir la observacion del nimero de cambios de concavidad (A22).

¢ La verificacion del papel del coeficiente principal (A25).

¢ La elaboracion de una tabla de valores que confirme la coherencia entre la funcion y el

contexto (A26).

35



Grafo de criterios de logro de la tarea
En la figura 8, mostramos el grafo de criterios de logro del objetivo dos, y sobre este resaltamos el
grafo de criterios de logro de la tarea 2.1. Entre los criterios de logro (ver anexo 4) mas relevantes
se encuentran los siguientes:
¢ Decido como comparar tasas de crecimiento y realizo comparaciones grafica o algebraica-
mente (CdL.2.7-2.9). Estos criterios de logro constituyen el nucleo de la comprension fun-
cional, al relacionar la variacion de las funciones y reconocer cual crece mas rapidamente
en un intervalo.
¢ Decido como identificar cudndo una funcion es mayor que otra y lo verifico grafica o al-
gebraicamente (CdL 2.10-2-12). Estos criterios de logro permiten determinar relaciones de
predominio entre funciones, lo que es esencial para justificar qué modelo representa mejor
el fendmeno.
¢ Identifico puntos relevantes para el analisis final, tomo decisiones y comunico resultados
efectivamente (CdL 2.14-2-17). Estos criterios de logro corresponden al cierre del proceso,
donde el estudiante sintetiza, argumenta y comunica su eleccion del modelo mas adecuado.

Durante el desarrollo de la tarea, se espera que los estudiantes adopten dos estrategias complemen-
tarias de resolucion. La primera consiste en que el estudiante comienza al interpretar la situacion
y decide como hallar las intersecciones al observar las graficas para comparar tasas de crecimiento
visualmente e identificar cudl funcioén es mayor al observar el predominio en el plano. Finalmente,
selecciona el modelo y comunica los resultados. Esta es una estrategia exploratoria y visual, muy
util para interpretar tendencias generales y justificar decisiones de forma intuitiva. La segunda
estrategia implica que el estudiante establece relaciones entre datos y funciones para encontrar
intersecciones al resolver igualdades entre expresiones y comparar tasas de crecimiento por medio
del andlisis de coeficientes y determinar cuando una funcidn supera a otra.
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2.1 Identifico la informacion relevante 2.2 Asocio la informacion del
para solucionar el problema. problema a su funcion respectiva.
[2.4 Decido como encontrar I ‘ 2.3 Identifico las ]

intersecciones. restricciones del problema.

2.5 Identifico intersecciones 2.6 Identifico intersecciones
entre funciones graficamente. entre funciones algebraicamente.

[ 2.10 Decido como identificar cuando una funcidon es mayor que otra. ]
I

v
2.11 Identifico cuando una 2.12 Identifico cuando una 2.13 Identifico cuando una
funcion es mayor que otra funcién es mayor que otra funcion es mayor que otra

graficamente. algebraicamente. tabularmente.
|
2.14 Identifico puntos relevantes 2.15 Realizo analisis
para analisis final. de ramas.
2.17 Comunico resultados 2.16 Tomo decisiones con base en

efectivamente. la informacién obtenida.

Figura 8. Grafo de criterios de logro de la tarea de aprendizaje 2.1

Actuacion del profesor

Durante la implementacion de la tarea, el profesor se desempefia como mediador del razonamiento
comparativo de los estudiantes. Su actuacion debe centrarse en orientar la reflexion sin anticipar
los resultados, al promover que los estudiantes descubran por si mismos las relaciones entre los
modelos propuestos y el fendémeno descrito.

Al comenzar la actividad, el docente debe recordar con los estudiantes lo aprendido antes,
especialmente qué significan el grado y el coeficiente principal de un polinomio, y cémo se com-
portan las funciones cuando crecen hacia el infinito. Puede iniciar con la siguiente pregunta breve
y detonante: ;qué elementos de la funcion nos permiten saber como se comportara su grafica sin
verla? Luego, presenta la situacion y los tres modelos polindmicos propuestos, al asegurarse que
todos comprendan las condiciones del problema.

Durante la fase de desarrollo, el profesor adopta una actitud de acompanamiento activo, reco-
rre los grupos, observa sus procedimientos y realiza intervenciones puntuales que orientan la re-
flexion sin dar respuestas. Algunas preguntas que puede emplear para guiar el trabajo son las si-
guientes:

¢ ;Qué caracteristicas del modelo justifican que represente mejor la situacion?
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¢ ;Qué diferencias encuentras entre el comportamiento grafico y el algebraico de estas fun-
ciones?

¢ ;Qué pasaria si intercambiamos los signos de los coeficientes? ;El modelo seguiria repre-
sentando el fendmeno?

Cuando los grupos se enfrentan a errores o bloqueos, el profesor puede recordar como se interpreta
el grado de un polinomio o pedir que construyan una tabla de valores para comprobar sus conjetu-
ras.

En la etapa de cierre, el profesor coordina una puesta en comun en la que cada grupo expone
su eleccion de modelo y la justifica. Es importante que el docente fomente la comparacion de
razonamientos, no solo de resultados, con preguntas como las siguiente:

¢ [ Qué criterios utilizaron para decidir cual modelo es mas adecuado?

¢ (Hubo grupos que eligieron el mismo modelo por razones diferentes?

¢ [ Qué aprendimos sobre como los coeficientes afectan el comportamiento de las funciones?

Finalmente, el profesor realiza una sintesis colectiva al destacar los criterios matematicos que per-
miten seleccionar un modelo adecuado y al valorar la importancia de justificar las decisiones to-
madas. Este cierre consolida el sentido de la tarea y conecta con el objetivo de la unidad que se
refiere a fortalecer la capacidad de los estudiantes para analizar, comparar y argumentar sobre
funciones polindmicas en distintos contextos.

Sugerencias metodologicas y aclaraciones de la tarea

Durante la implementacion de esta tarea, se identificaron varios aspectos que conviene tener en
cuenta para orientar el trabajo docente y favorecer que los estudiantes logren los aprendizajes es-
perados. Es recomendable que el profesor inicie la tarea al dedicar unos minutos a explicar el
contexto de la situacion y a asegurar que todos los estudiantes comprendan el significado de las
variables involucradas. El docente debe aclarar que el propdsito no es solo comparar curvas, sino
analizar como los pardmetros del modelo polindmico explican o predicen el comportamiento del
fenémeno mediante una breve conversacion inicial en la que los estudiantes interpreten verbal-
mente el contexto para ayudar a activar los conocimientos previos y orientar el sentido de la tarea.

Recomendamos mantener el trabajo en grupos pequeios (de tres o cuatro estudiantes), ya que
esta modalidad favorece el intercambio de ideas y la comparacion de argumentos. En las imple-
mentaciones previas, evidenciamos que la discusion entre pares permitio a los estudiantes contras-
tar diferentes formas de razonar (graficas, algebraicas o tabulares). El profesor puede asignar roles
dentro del grupo (como lector, graficador, analista y relator) para promover la participacion equi-
tativa y evitar que un solo estudiante dirija la solucion.

Durante el desarrollo de la tarea, sugerimos el uso de papel cuadriculado y calculadora cien-
tifica para promover el andlisis y la comparacion de modelos. Sin embargo, recomendamos que el
profesor disponga también de una copia impresa o proyectada de las tres funciones polindmicas
con sus respectivas graficas, de modo que los estudiantes puedan visualizar de forma simultanea
los comportamientos de las funciones y realizar comparaciones mas precisas.

En grupos que presentan dificultades con la visualizacion, el docente puede permitir breves
consultas en software grafico solo en la etapa de verificacion final, al enfatizar que el razonamiento
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principal debe ser manual y argumentado. Esta estrategia puede ayudar a fortalecer la confianza
en las propias conclusiones y a verificar la coherencia entre los razonamientos algebraicos y las
observaciones visuales.

El profesor debe promover interacciones dialdgicas que conduzcan a la argumentacion y la
justificacion. Asimismo, se sugiere que el profesor evite confirmar o negar directamente las res-
puestas de los grupos. En lugar de ello, puede redirigir las discusiones hacia la verificacion entre
pares, al promover el uso de argumentos matematicos. Para prevenir errores frecuentes en la inter-
pretacion del grado del polinomio, en la determinacion de intersecciones y en la identificacion del
comportamiento en los extremos del dominio, el profesor puede recordar cémo se determina el
comportamiento de una funcion a partir del grado y del signo del coeficiente principal y pedir que
los estudiantes elaboren una tabla de valores para comprobar si los puntos calculados corresponden
con lo esperado en la grafica.

En la socializacion final, recomendamos que cada grupo presente su eleccion de modelo y la
justifique publicamente, al enfatizar en los criterios usados para la seleccion.
El profesor debe guiar la discusion colectiva para que los estudiantes identifiquen los elementos
comunes entre las estrategias exitosas y reconozcan los razonamientos que los llevaron a decisio-
nes correctas o erroneas. Una practica sugerida es que el docente pida a los estudiantes que elabo-
ren un resumen escrito breve donde expliquen qué modelo seleccionaron, qué caracteristicas lo
hicieron mas adecuado y qué aprendizajes obtuvieron del proceso de comparacion.

Evaluacion
El logro de las metas de esta tarea puede identificarse a partir de las capacidades de los estudiantes
para identificar, analizar, comparar y justificar modelos polindmicos (ver anexo 1). Las evidencias
de aprendizaje surgen de los siguientes aspectos:
¢ Reconoce las caracteristicas del modelo polindmico (grado, coeficiente principal, forma de
la grafica) (C2-4, C9)
¢ Utiliza diferentes registros (algebraico, grafico, tabular) para expresar el comportamiento
de la funcion (C10-12)
¢ Examina el comportamiento de los modelos, considerando crecimiento, decrecimiento y
comportamiento en los extremos del dominio (C17-20)
¢ Contrasta las propiedades de distintos modelos para determinar cudl se ajusta mejor al con-
texto (C13-16)
¢ Argumenta la eleccion del modelo con base en propiedades matematicas y en la coherencia
con el fendmeno descrito (C36-39)

El proposito principal de la evaluacion es determinar si los estudiantes son capaces de analizar,
comparar y justificar la pertinencia de diferentes modelos polindmicos, con base en argumentos
matematicos y en la interpretacion de la situacion. Esto implica observar como los estudiantes
articulan representaciones (grafica, algebraica y verbal), como utilizan los conceptos del grado y
del coeficiente principal y como sustentan sus decisiones a partir de evidencia razonada. Segun el
grafo de criterios de logro de la tarea 2.1, los criterios de logro mas relevantes para la evaluacion
son los siguientes:
¢ Comparo distintos modelos en relacion con el contexto planteado (CdL.11).
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¢ Verifico el ajuste del modelo al fendmeno descrito mediante procedimientos graficos o
algebraicos (CdL.12).

¢ Selecciono el modelo que considero més adecuado y justifico mi eleccion (CdL.13).

¢ Explico mi razonamiento utilizando distintos registros de representacion (CdL.14).

¢ Reviso y valido la eleccion del modelo contrastdndola con la de otros grupos (CdL.15).

Entre los errores mas frecuentes observados en esta tarea, se destacan aquellos que se relacionan
con confusiones conceptuales, procedimientos incompletos o interpretaciones inadecuadas del
comportamiento de los polinomios (E52-E63).

Tarea 2.2 Mejor estrategia

La segunda tarea de aprendizaje del segundo objetivo, denominada mejor estrategia, tiene como
proposito que los estudiantes compararen y justifiquen diferentes estrategias para resolver una si-
tuacion modelada con funciones polindmicas. A partir de los aprendizajes construidos en las tareas
anteriores, los estudiantes deben analizar y determinar cual procedimiento resulta més adecuado y
eficiente para representar o resolver el problema planteado.

El proposito central de esta tarea es consolidar la comprension del comportamiento de las
funciones polindmicas en contextos aplicados y fomentar la argumentacion matematica como me-
dio para justificar decisiones. Esta tarea cierra el ciclo de actividades del segundo objetivo de
aprendizaje y permite valorar si los estudiantes logran integrar los conocimientos algebraicos, gra-
ficos y contextuales adquiridos, al aplicarlos en la seleccion de métodos y modelos pertinentes.

Para abordar esta tarea, los estudiantes deben enfrentarse a una situacion que puede resolverse
de diversas maneras, todas ellas relacionadas con el uso de funciones polindmicas. Se les presentan
diferentes estrategias de solucion, algunas de tipo grafico y otras algebraicas, y deben analizar cual
de ellas resulta mas adecuada segun la informacion disponible y el propdsito del problema.

Conocimientos previos

Los requisitos previos para desarrollar la tarea incluyen el reconocimiento de los elementos estruc-
turales del polinomio, la comprension del efecto de los coeficientes sobre la grafica y la habilidad
para interpretar el comportamiento en los extremos del dominio de las funciones. Ademas, los
estudiantes deben haber trabajado previamente en la identificacion de maximos, minimos y raices,
y en la comparacion entre distintos modelos polindmicos.

Formulacion de la tarea
Se tienen dos cohetes, A y B. El cohete A opera en el cuarto modo de funcionamiento y su trayec-
toria esta representada por un polinomio dado por el docente en la hoja de trabajo. El cohete B
también opera en el mismo modo, pero sus coeficientes deben ser determinados por los estudiantes.
Para dos grupos de restricciones independientes, el propdsito es determinar los coeficientes del
polinomio del cohete B que cumplan con todas las condiciones de cada grupo, realizando el trabajo
unicamente con calculos manuales y el apoyo de la calculadora.

La distancia entre los cohetes en un instante dado corresponde a la diferencia vertical entre
sus trayectorias en ese valor de x. Ademas de las restricciones de distancia, cada grupo especifica
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si, hacia el final del recorrido (al avanzar hacia la derecha del plano), el cohete B debe mantener
la misma direccion que el cohete A o tomar una direccion distinta.

Las restricciones para el grupo 1 son las siguientes: en el instante x = al, la distancia entre
ambos cohetes es menor que m1.;en el instante x = b1, la distancia entre ambos cohetes es al
menos m2; y, en el instante x = c1, ambos cohetes se encuentran a la misma altura. La direccion
al final es igual a la del cohete A.

Las restricciones para el grupo 2 son los siguientes: en el instante x = a2, la distancia entre
ambos cohetes es menor que m3; en el instante x = b2, la distancia entre ambos cohetes es al
menos m4; y, en el instante x = c¢2, ambos cohetes se encuentran a la misma altura. La direccion
al final es distinta a la del cohete A.

Cada grupo debe escribir de manera explicita los coeficientes del polinomio del cohete B que
cumplen con todas las restricciones, mostrar los calculos realizados, al justificar como se verifico
cada restriccion, y entregar la resolucion en papel, con procedimientos claros y ordenados.

La formulacion de la tarea orienta a los estudiantes a analizar cada funcion para identificar sus
caracteristicas principales (raices, puntos criticos y comportamiento en los extremos del dominio);
evaluar los modelos al utilizar diferentes estrategias como la comparacion de valores, analisis gra-
fico o interpretacion de los coeficientes; y elegir la estrategia que les parezca mas adecuada para
justificar su decision y argumentar su seleccion tanto de manera verbal como escrita, sustentando
sus conclusiones en las propiedades matematicas del polinomio y en la coherencia con el contexto
planteado.

Aportes al objetivo

La tarea 2.2 aporta al segundo objetivo al reflexionar sobre por qué un método resulta mas apro-
piado que otro, al comparar los efectos de las decisiones algebraicas, graficas o numéricas sobre
el resultado final. La tarea contribuye asi al desarrollo de competencias como la resolucion de
problemas, la argumentacion y la toma de decisiones fundamentadas, al tiempo que fortalece la
autonomia y la capacidad de justificar los propios procesos de pensamiento matematico. Ademas,
refuerza las expectativas afectivas al incentivar la confianza en el razonamiento personal y la va-
loracion del trabajo colaborativo como espacio de confrontacion y validacion de ideas.

Conceptos y procedimientos implicados

Los conceptos y procedimientos implicados incluyen el andlisis del grado y del signo del coefi-
ciente principal, la identificacion de intervalos de crecimiento y decrecimiento, la localizacion de
maximos y minimos, y la interpretacion del modelo mas adecuado seglin los datos o el contexto.

Sistemas de representacion

Los sistemas de representacion que se movilizan en esta tarea son el algebraico (al comparar y
operar con las expresiones polindmicas dadas), el grafico (al representar las funciones o analizar
sus curvas), el verbal (al formular argumentaciones justificadas sobre la seleccion de la mejor
estrategia), y el numérico, al calcular y comparar valores de las funciones en puntos determinados.
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Contexto

El contexto corresponde al ambito cientifico y tecnologico, pues la tarea estd enmarcada en un
proceso de modelacion en el que los estudiantes deben justificar decisiones sobre la adecuacion de
los modelos.

Recursos

Los materiales y recursos que se utilizan incluyen las expresiones de los modelos propuestos, papel
milimetrado o cuadriculado, lapiz, calculadora y, opcionalmente, software grafico para la verifi-
cacion final.

Agrupamiento e interaccion

La tarea se desarrolla en grupos pequeios, lo que permite contrastar diferentes estrategias de ra-
zonamiento. El docente orienta la discusion y promueve la comparacion de ideas. Durante el tra-
bajo, los estudiantes deben argumentar por qué una estrategia es mas efectiva que otra para des-
cribir el fendmeno, al evaluar sus ventajas y limitaciones.

Instrucciones clave para el profesor
En esta tarea, el docente cumple un papel mediador que favorece la reflexion sobre la pertinencia
de los métodos y la justificacion de las decisiones. En la introduccion, el profesor recuerda a los
estudiantes que existen multiples formas de abordar un problema y que el objetivo es determinar
cudl estrategia resulta mas coherente con el contexto y los principios matematicos implicados.
Durante el desarrollo, el profesor observa las interacciones, interviene con preguntas orienta-
doras y promueve la comparacion entre procedimientos. Su labor consiste en hacer visible el ra-
zonamiento de los estudiantes y en resaltar la relacion entre las estrategias empleadas y los resul-
tados obtenidos. En la etapa final, el docente conduce la discusion colectiva para comparar las
estrategias propuestas por los grupos y destacar los criterios que hacen que una estrategia sea me-
jor.

Temporalidad

La temporalidad sugerida es de 70 minutos distribuidos en las siguientes tres fases: 10 minutos
para la presentacion de la tarea y el contexto, 45 minutos para el trabajo en grupo y 15 minutos
para la socializacion de resultados y cierre.

Errores y ayudas
Los errores comunes (ver anexo 3) se relacionan con la dificultad para justificar la eleccion de la
estrategia o para vincular los resultados con el contexto. Entre los més frecuentes, se encuentran
los siguientes:

¢ Seleccionar una estrategia solo por conveniencia visual o rapidez (E61-E63).

¢ Suponer que una Unica estrategia conduce al resultado, sin considerar alternativas (E66).
¢ Confundir raices con maximos o minimos (E67-E69).
L4

No considerar el efecto del signo del coeficiente principal en la forma de la grafica (E70—
E73).
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Las ayudas buscan guiar la reflexion sobre la coherencia y validez del procedimiento. El docente
puede sugerir la comparacion de resultados entre estrategias (A35—A37), recordar la influencia del
coeficiente principal (A22—A25), pedir la elaboracién de una tabla de valores para comprobar la
correspondencia con el contexto (A18—A20), o solicitar que los estudiantes expliquen por qué su
estrategia es mas eficaz (A40-A41).

3Grafo de criterios de logro de la tarea

El grafo de la tarea 2.2 muestra una red de criterios organizados en torno a la toma de decisiones,
la comparacion de estrategias y la justificacion argumentada. Los criterios de logro mas relevantes
de la tarea 2.2 son las siguientes.

Identifico estrategias posibles para resolver el problema (CdL. 2.18). Este criterio de logro marca
el punto de partida, en el que el estudiante reconoce que existen varias maneras de abordar la
situacion y las diferencia conceptualmente.

Selecciono la estrategia que considero mas eficiente (CdL 2.19). Este criterio de logro representa
una decision consciente: elegir el método que mejor se ajusta a la informacion disponible y a la
naturaleza del problema.

Aplico la estrategia elegida para resolver el problema (CdL 2.20). Este criterio de logro supone
poner en practica los procedimientos algebraicos, graficos o numéricos correspondientes.

Comparo los resultados obtenidos con los de otras estrategias (CdL 2.21). Este criterio de logro
constituye el nicleo analitico de la tarea: evaluar y contrastar los métodos, observando ventajas y
limitaciones.

Justifico por qué la estrategia seleccionada es la mas adecuada (CdL 2.22). Este es el criterio
central de aprendizaje, pues requiere argumentar con base en las propiedades del polinomio y en
la coherencia contextual por qué un método resulta mas eficaz.

Comunico los resultados y conclusiones del analisis (CdL 2.23). Este criterio de logro cierra el
proceso con la comunicacion de la decision y de las razones que la sustentan, tanto de forma oral
como escrita.

Estos criterios reflejan la progresion desde el reconocimiento y seleccion de estrategias hasta la
argumentacion y validacion de resultados, que es el objetivo cognitivo fundamental de esta tarea.
Del andlisis del grafo, tal como se muestra en la figura 9, se desprenden tres estrategias principales
de resolucion, que representan distintos niveles de formalizacion y de integracion de representa-
ciones.

En la primera estrategia, el estudiante utiliza la representacion visual de las funciones para
observar comportamientos, intersecciones o puntos de cambio para comparar las graficas resultan-
tes de las diferentes estrategias y elegir aquella que mejor se ajusta a la situacion descrita. Esta es
una estrategia exploratoria, que facilita la comprension conceptual, pero puede carecer de rigor
algebraico.

En la segunda estrategia, el estudiante emplea procedimientos algebraicos o simbdlicos (igua-
lacion, derivacion, analisis de coeficientes) para resolver la situacion con cada estrategia para eva-
luar la precision, consistencia y generalidad de los resultados obtenidos y comparar la validez de
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los métodos desde una perspectiva formal. Esta es la estrategia mas rigurosa y sistematica; eviden-
cia un pensamiento estructural y reflexivo.

En la tercera estrategia, el estudiante evalta valores puntuales de las funciones en una tabla o
con calculadora, y compara resultados de manera empirica. Combina observacion grafica con com-
probacioén numérica para justificar su eleccion. Esta es una estrategia intermedia entre la intuicion
y la formalizacion, propia de estudiantes en transicion hacia un razonamiento algebraico consoli-

dado.
2.1 Identifico la informacion relevante 2.2 Asocio la informacién del
para solucionar el problema. problema a su funcion respectiva.
[2.4 Decido como encontrar I | 2.3 Identifico las J

intersecciones. restricciones del problema.
I

A 7

2.5 Identifico intersecciones 2.6 Identifico intersecciones
entre funciones graficamente. entre funciones algebraicamente.

2

[ 2.10 Decido como identificar cuando una funcidén es mayor que otra. ]
I

¥ v

2.11 Identifico cuando una 2.12 Identifico cuando una 2.13 Identifico cuando una

funcioén es mayor que otra funcién es mayor que otra funcién es mayor que otra
graficamente. algebraicamente. tabularmente.

i
2.14 Identifico puntos relevantes 2.15 Realizo analisis
para analisis final. de ramas.
v

2.17 Comunico resultados 2.16 Tomo decisiones con base en
efectivamente. la informacién obtenida.

Figura 9. Grafo de criterios de logro de la tarea de aprendizaje 2.2

Los errores mas frecuentes que aparecen en la tarea 2.2 estan relacionados con la evaluacion inade-
cuada de las estrategias y la dificultad para justificar la decision final, y se presentan a continua-
cién:
¢ Realiza procedimientos paso a paso sin verificar si el método elegido corresponde al tipo
de funcion o problema, y no contrasta los resultados con el contexto (E61-E63).
¢ Utiliza siempre el mismo procedimiento, incluso cuando se le presentan situaciones donde
otros enfoques podrian ser mas eficientes o apropiados, y descarta o ignora alternativas de
resolucion (E66).
¢ Mezcla los pasos para hallar maximos, minimos o raices con su significado (E67-E69).
¢ Realiza los calculos sin tomar en cuenta si el coeficiente principal es positivo o negativo,

lo que lo lleva a interpretar de forma incorrecta la apertura, sentido o comportamiento glo-
bal del polinomio (E70-E73).

El grafo de criterios de logro de la tarea 2.2 de la figura 9, permite identificar dos caminos princi-
pales de aprendizaje, con un punto de convergencia en la toma de decisiones y la justificacion.
En el primer camino, el estudiante inicia al identificar posibles estrategias (CdL.2.18), prueba
una de ellas de forma intuitiva o visual (CdL.2.20), y contrasta sus resultados con los de otras
(CdL.2.21). Su aprendizaje se centra en la experimentacion y observacion, con un transito hacia la
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argumentacion parcial. Puede culminar en la comunicacion de resultados (CdL.2.23) sin una jus-
tificacion formal completa. En el segundo camino, el estudiante parte también de la identificacion
de estrategias (CdL.2.18), pero selecciona deliberadamente una que considera mas eficiente
(CdL.2.19), la aplica formalmente (CdL.2.20) y compara los resultados (CdL.2.21). Luego, justi-
fica su eleccion con base en criterios matematicos (CdL.2.22) y comunica sus conclusiones (2.23).
Este camino implica un razonamiento mas estructurado, en que el aprendizaje se consolida en la
capacidad de evaluar y justificar la pertinencia de los métodos.

Actuacion del profesor

Durante la implementacion de esta tarea, el profesor debe desempeiar un rol de mediador refle-
xivo, al orientar a los estudiantes hacia la comparacion critica de estrategias matematicas y la ar-
gumentacion sobre la eleccion de la mas adecuada. La intervencion docente no se limita a super-
visar la ejecucion, sino que busca generar un espacio de andlisis y didlogo en el que los estudiantes
expliciten y contrasten sus razonamientos. A partir del enunciado del problema, el docente plantea
las siguientes preguntas que permitan activar los conocimientos previos: ;de cudntas formas dis-
tintas podriamos resolver esta situaciéon? y ;qué criterios usarian para decidir cual método es me-
jor?

Estas preguntas iniciales invitan a los estudiantes a reconocer que existen varias estrategias
posibles y que la meta de la tarea no es solo encontrar una respuesta correcta, sino analizar y
justificar el procedimiento mas pertinente. Durante el trabajo en grupos, el profesor es orientador
porque escucha, pregunta, provoca el contraste de ideas y evita resolver el problema por los estu-
diantes, al permitir que sean ellos quienes construyan el argumento de por qué una estrategia es
mas adecuada. En la etapa final, el profesor organiza una puesta en comun en la que los grupos
exponen las estrategias empleadas y las razones de su eleccion. El docente debe fomentar que los
estudiantes escuchen y comparen los razonamientos de sus compaifieros, al resaltar que diferentes
caminos pueden ser validos si estan bien argumentados.

Sugerencias metodologicas y aclaraciones de la tarea
Antes de iniciar la tarea 2.2, el profesor debe dejar explicito que el objetivo no es simplemente
aplicar una férmula o hallar un resultado, sino comparar procedimientos y argumentar por qué uno
resulta mas adecuado que otro. El foco de la tarea 2.2 esta en la evaluacion de estrategias de reso-
lucion. Por ello, es importante que el docente formule preguntas iniciales como ;qué significa que
una estrategia sea mejor? El docente debe asegurarse que los estudiantes comprendan en qué con-
siste cada una de las estrategias presentadas en el problema. El profesor puede pedir a los estu-
diantes que describan oralmente, con sus propias palabras, qué hace cada estrategia, qué informa-
cion utiliza y qué tipo de razonamiento implica (grafico, algebraico o numérico).

El trabajo en grupos pequefios debe centrarse en la discusion y contraste de estrategias, mas
que en el calculo mecéanico. El docente puede proponer que cada grupo analice una estrategia di-
ferente y, tras un tiempo determinado, realice una puesta en comun para comparar resultados y
razonamientos. Finalmente, se recomienda que el profesor solicite una reflexion escrita individual
en la que cada estudiante explique qué aprendi6 sobre su forma de razonar y como puede mejorar
su manera de elegir estrategias en futuros problemas.
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Evaluacion

La tarea 2.2 tiene como proposito que los estudiantes analicen distintas formas de resolver una
misma situacion polindmica, comparen los procedimientos empleados y justifiquen cual de ellos
resulta mas eficiente o coherente con el contexto. Su evaluacion se orienta a identificar si los es-
tudiantes logran valorar criticamente los procesos de resolucion y argumentar su eleccion con fun-
damentos matematicos. Las capacidades (ver anexo 1) implicadas son C55, C56, C57 y C58, que
remiten al razonamiento algebraico, la comparacion y justificacion de estrategias y la comunica-
cion matematica de conclusiones. En esta tarea, los estudiantes deben no solo aplicar un procedi-
miento correcto, sino reflexionar sobre por qué una estrategia resulta mas adecuada, al evaluar sus
ventajas y limitaciones.

Los criterios de logro (ver anexo 4) asociados corresponden a los CdL 2.18 a 2.23, que des-
criben la secuencia cognitiva desde la identificacion de estrategias posibles hasta la justificacion y
comunicacion del razonamiento. En particular, los criterios de logro 2.19, 2.21 y 2.22 son los mas
relevantes para la evaluacion, pues evidencian el transito del estudiante desde la comparacion de
métodos hacia la argumentacion de la eleccion final. El logro se reconoce cuando los estudiantes
comparan estrategias con sentido matematico, verifican resultados y justifican con argumentos
coherentes su seleccion.
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3. EXAMEN FINAL

El examen final fue disefiado para evaluar los dos objetivos de la unidad didactica, al cumplir con
la restriccion institucional de que al menos el 70% de las preguntas sean de opcidon multiple. El
examen final (ver anexo 9) consta de 7 preguntas que abordan los objetivos de la unidad didactica.
Para evaluar el primer objetivo se dispone de dos preguntas de opcion multiple y una pregunta
abierta. La evaluacion del segundo objetivo comprende dos preguntas de opcion multiple y dos
preguntas abiertas.

La valoracion del examen se realiza al analizar los criterios de logro activados por los estu-
diantes en sus respuestas. Algunos ejemplos relevantes para evaluar el objetivo 1 comprenden el
criterio de logro CdL 1.1, al utilizar las propiedades del coeficiente principal y el grado para de-
terminar el comportamiento en los extremos del dominio de la funcion (evaluada en las preguntas
Ply P2) y el criterio de logro CdL 1.3, al interpretar el significado de las ramas del polinomio en
el contexto de la tarea (evaluada en la pregunta P3).

Por ejemplo, en la segunda pregunta, hay tres parlantes que tienen diferentes capacidades de
potencia segun la frecuencia de onda a la que emiten. Entonces, la potencia la podemos describir
como: rojo (—>x2 + 5x + 1); verde (— x3 — —x2 + 1); azul (——x3 + —x2 + —x + 1).La

2 100 10 100 10 10
potencia total esta dada en Watts y x representa la frecuencia en KHz.

Posteriormente, les presentamos a los estudiantes cuatro opciones de graficas y ellos deben
seleccionar la grafica correcta asociada a estas funciones polindmicas. El procedimiento para re-
solver la segunda pregunta se resume en analizar el comportamiento de la grafica en sus extremos
(comportamiento final), que es la caracteristica mas importante de una funcion polindmica.

Este analisis se realiza sin necesidad de dibujar la grafica completa, solo observando la parte
dominante de la funcién. De cada funcidén polindmica, solo necesita fijarse en el término con el
exponente mas grande. Una vez identificado el término principal, se analiza su exponente (grado)
y su signo (coeficiente principal) para determinar hacia dénde apuntan los extremos de la grafica
tal como se muestra en la tabla 9.

Tabla 9
Determinacion del comportamiento final de las funciones polinomicas de la segunda pregunta
Parlante (Color) Grado Coeficiente principal Comportamiento
final
Rojo 2 (Par) Negativo Ambas ramas van

hacia abajo.

47



Tabla 9
Determinacion del comportamiento final de las funciones polinomicas de la segunda pregunta

Parlante (Color) Grado Coeficiente principal Comportamiento
final
Verde 3 (Impar) Positivo La rama derecha va

hacia arriba y la
izquierda hacia abajo.

Azul 3 (Impar) Negativo La rama derecha va
hacia abajo y la
izquierda hacia arriba

El ultimo paso es observar las opciones de gréficas y elegir aquella en la que la linea de cada color
coincida con la tendencia de sus extremos establecida en el analisis: la grafica roja debe ser la que
termina y comienza en la parte inferior; la grafica verde debe ser la que sube hacia la derecha y
baja hacia la izquierda; y la grafica azul debe ser la que baja hacia la derecha y sube hacia la
izquierda. Por lo tanto, la seleccion correcta era la opcidon A, tal como se muestra en la figura 10.
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Figura 10. Seleccion de la respuesta correcta del examen por parte de una estudiante de once

Los criterios de logro para evaluar el objetivo 2, comprenden el criterio de logro CdL. 2.1, al
comparar dos funciones polindmicas para determinar cudl tiene mayor crecimiento a largo plazo
(evaluada en la pregunta P4); el criterio de logro CdL 2.4, al resolver inecuaciones o sistemas de
ecuaciones para hallar puntos de interseccion o intervalos en los que una funciéon domina a otra
(evaluadas en las preguntas P5, P6); y el criterio de logro CdL 2.5, al esbozar el grafico manual-
mente y justificarlo con el analisis algebraico (evaluada en la pregunta P7). El examen esta dise-
flado para ser aplicado en una sesion de 105 minutos. Recomendamos permitir la calculadora ba-
sica para calculos aritméticos. En las preguntas abiertas (P3, P5, P7), la valoracion debe dar un
peso significativo a la justificacion contextual y algebraica (capacidades de comunicacién y razo-
namiento) por encima de la respuesta numeérica final. El error en la justificacion implica una acti-
vacion parcial del criterio de logro, incluso si la respuesta final es correcta.
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4. CONCLUSIONES

Esta unidad didéctica se estructura en torno a una secuencia de tareas de aprendizaje, agrupadas
en dos objetivos. El objetivo 1 busca que los estudiantes describan el comportamiento en los ex-
tremos del dominio de las funciones polindmicas, y se desarrolla por medio de las tareas T1.1 y
T1.2. Estas tareas se apoyan en el uso de herramientas tecnologicas, al enfocarse en la visualiza-
cion y la interpretacion grafica de modelos de crecimiento de poblaciones o trayectorias, lo que
fortalece la capacidad de representacion. El objetivo 2 avanza hacia un nivel superior, al retar a los
estudiantes a analizar y contrastar modelos en contextos de toma de decisiones. Las tareas asocia-
das, T2.1 y T2.2 (seleccion de modelos y mejor estrategia), ponen el énfasis en las capacidades de
razonamiento y argumentacion y comunicacion, ya que el foco pasa del calculo a la decision y su
justificacion.

El disefio de la unidad didactica es el resultado de un riguroso proceso iterativo basado en la
metodologia de la maestria de Educacion Matematica de la Universidad de los Andes. El proceso
inicié con un andlisis de contenido que interconecta los elementos conceptuales, historicos, de
representacion y fenomenoldgicos del tema de las funciones polindmicas y su comportamiento
final. Este andlisis se centra en el grado y el signo del coeficiente principal como los conceptos
esenciales que definen el comportamiento final de la funcidon polindmica. Identificamos cuatro
subestructuras matematicas que resultan de la combinacion de la paridad del grado (par o impar)
y el signo del coeficiente principal (positivo o negativo). Seleccionamos cinco sistemas de repre-
sentacion clave: simbodlico, numérico, tabular, grafico y ejecutable. El andlisis de contenido arti-
cula la historia de los polinomios con una comprension profunda de su estructura conceptual, sus
diversas representaciones y los contextos de la vida real que modelan. Este balance sirvi6 de base
para el posterior andlisis cognitivo, en el que se establecieron los fundamentos teoricos, como la
definicion de los objetivos, la creacion de un listado exhaustivo de errores asociados a las dificul-
tades del tema, y el disefio de los grafos de criterios de logro para cada tarea, al mapear los caminos
de aprendizaje. Posteriormente, se formularon las tareas y se crearon los instrumentos para el se-
guimiento y la evaluacion. Esto incluyd la tarea diagndstica y el examen final que permiten regis-
trar sistematicamente el desarrollo afectivo y cognitivo. La fase mas critica fue la evaluacion de la
implementacion. Los resultados empiricos validaron el disefio del objetivo 1 (77.6% de logro),
pero revelaron un bloqueo cognitivo severo en la tarea T2.3 del objetivo 2, que solo alcanzo6 un
31.2% de activacion, al demostrar que la complejidad del andlisis manual supero la capacidad de
los estudiantes.

Esta evidencia empirica genero la necesidad de la fase de redisefio final, en la que los fallos
detectados sirvieron como base para realizar ajustes en los grafos de los criterios de logro, la pon-
deracion del sistema de evaluacion y la secuencia de tareas, al producir la version final de la unidad
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didactica. La propuesta didactica ofrece una solucion robusta al problema comun de la ensefianza
de las funciones polindmicas, que a menudo se limita a la manipulacion algebraica descontextua-
lizada. La principal virtud es que esta no es una propuesta teorica, sino una unidad didactica pro-
bada y corregida. Los colegas implementaran una version que ya ha sido verificada en el aula, para
la que se identificaron y subsanaron sus debilidades, especialmente las que generaron el bloqueo
en la tarea de analisis manual. Ademas, la unidad didactica promueve las capacidades de razona-
miento y argumentacion al centrarse en la toma de decisiones justificada sobre modelos reales,
mas alla del mero célculo. La unidad didactica también ha demostrado su capacidad para contribuir
positivamente a la dimension afectiva del estudiante, pues el analisis de la implementacion mostrd
una correlacion directa entre el diseflo de tareas con alto reto cognitivo y el desarrollo de la moti-
vacion y las actitudes positivas hacia el aprendizaje. El disefo incluye, de forma explicita, todas
las ayudas didécticas necesarias (grafos de criterios de logro, listado de errores, sugerencias para
el profesor), al facilitar su implementacion incluso para un colega que no esté familiarizado con la
terminologia de MAD.

Aunque la unidad didactica ha sido rigurosamente redisefiada, ain persisten dos limitaciones
principales. La primera se refiere a la transicion del andlisis tecnoldgico al analisis manual en el
objetivo 2. Aunque el disefio final ya incorpor6 ajustes para corregir el bloqueo, es importante que
los colegas que la implementen presten atencion a las debilidades del estudiante en esta transicion.
La segunda limitacion es el contexto de implementacion. El disefio original se realizd para un
colegio de educacion virtual y el sistema de evaluacion final estd condicionado por los requeri-
mientos especificos de la institucion (el 70% de las preguntas del examen deben ser de opcion
multiple). Esto implica que un colega en un entorno presencial o con diferentes normativas de
evaluacion debe adaptar el nivel de apoyo tecnoldgico y la estructura del examen para alinear el
disefio con su propio contexto institucional.

El programa de la maestria en Educacion Matematica de Uniandes ha tenido un impacto trans-
formador en nuestra practica docente, al marcar un cambio fundamental desde una pedagogia ba-
sada en la intuicion o la experiencia personal hacia una préctica sistematica, rigurosa y basada en
evidencia. El modelo de formacién dota al docente no solo de conocimientos sobre el contenido,
sino de una caja de herramientas analiticas precisa: la capacidad de descomponer un objetivo de
aprendizaje en secuencias de capacidades (grafos de criterios de logro), prever todos los posibles
errores de los estudiantes y disefiar instrumentos de evaluacién que miden el aprendizaje en di-
mensiones tanto cognitivas como afectivas.

Para los colegas que deseen continuar y complementar el trabajo, se sugieren la validacion del
redisefio. De forma inmediata sugerimos implementar las tareas del segundo objetivo y evaluar si
los ajustes realizados eliminaron el bloqueo cognitivo. Este paso es necesario para la validacion
definitiva de la unidad. También motivamos el disefio de una extension de la unidad que explore
el uso critico de la IA por parte del estudiante para modelar funciones o contrastar soluciones.
Recomendamos ampliar la unidad didactica para incluir tareas de regresion polinomica, en las que
los estudiantes puedan seleccionar la funcion de mejor ajuste para datos reales. Esto fortaleceria la
capacidad de matematizacion y le daria un mayor nivel de sofisticacion a la unidad didactica. La
inteligencia artificial fue utilizada durante gran parte del proceso de creacion de esta unidad didac-
tica. En una primera etapa, se empled para resumir y reorganizar informacion en documentos mas
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sintéticos y claros en términos de redaccion, lo que facilité la consolidacion del marco conceptual
de la propuesta. En otras ocasiones, permitié profundizar en conceptos amplios, descomponerlos
en subconceptos y procedimientos, y clarificar las relaciones entre ellos. Asimismo, la inteligencia
artificial apoyo el disefio de tablas y grafos que permitieron organizar de manera estructurada la
informacion trabajada a lo largo de la unidad. Finalmente, contribuy¢ al desarrollo del recurso
digital ya introducido, una aplicacion web educativa sobre funciones polindmicas, que integra la
introduccion de datos, la representacion grafica de la funcion, la interpretacion de su comporta-
miento al infinito y la presentacion de mensajes de apoyo a la comprension. De este modo, su uso
acompaii6 el proceso completo de disefio de la unidad, desde la organizacion conceptual inicial
hasta la elaboracion de recursos de apoyo para el aula.
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5. LISTADO DE ANEXOS

Describimos, en la tabla 10, los archivos de los anexos de la unidad didactica. El anexo 7 ofrece
una guia para implementar de manera eficiente la unidad didéctica.

Tabla 10
Lista de los anexos de la unidad didactica
Nombre Titulo Descripcion
Anexo 1 Listado de capacidades Capacidades que conforman las bases conceptuales
para el desarrollo de nuestra unidad didactica.
Anexo 2 Listado de conocimientos Conocimientos previos que los estudiantes deben
previos tener para que posteriormente gestionen las
capacidades.
Anexo 3 Listado de errores (E) y Limitaciones de aprendizaje de los estudiantes
dificultades (D) durante el desarrollo de nuestra unidad didactica.
Anexo 4 Listado de criterios de Procedimientos observables que describen las
logro acciones que el estudiante realiza durante una tarea.
Anexo 5 Listado de ayudas para las Ayudas para las tareas de aprendizaje del primer
tareas de aprendizaje del objetivo
primer objetivo
Anexo 6 Ficha de imprimibles Documentos listos para imprimir de las tareas de
aprendizaje del objetivo 1
Anexo 7 Guia para la aplicacion de ~ Documento en Excel que muestra la tabla de guia
las tareas de la aplicacion de las tareas de la unidad didactica.
Anexo 8 Ficha de imprimibles Documentos listos para imprimir de las tareas de
aprendizaje del objetivo 2
Anexo 9 Evaluacion final Formulacion de la evaluacion final
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