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Resumen

El documento que se presenta a continuacién, tiene como propdsito fundamental realizar
una propuesta frente a la ensenanza de las cénicas a un nivel introductorio, en los cursos
de educacion media e incluso en los programas de licenciatura de la Facultad de Ciencia y
Tecnologia de la Universidad Pedagdgica Nacional, particularmente para ofrecer una alter-
nativa al paso de las representaciones sintéticas y analiticas de las cénicas. La propuesta
esta apoyada en una serie de actividades con el uso de herramientas computacionales (en
particular el software geogebra).
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Herramientas y Matematicas: el software geogebra

En los procesos de aprendizaje, y de ensenanza, de cualquier disciplina, se requiere de herramien-
tas tanto conceptuales como fisicas para su desarrollo, éste hecho estda ampliamente documentado
en la literatura de la psicologia cognitiva y de las didédcticas especificas de cada disciplina. En
las ciencias experimentales las herramientas no han sido inicamente un requisito para los pro-
cesos de aprendizaje sino que han impulsado el desarrollo de la propia disciplina cientifica, la
tecnologia nos ha dado numerosos ejemplos de ello como es el caso de la invencién, casi paralela,
del telescopio por Huygens y del microscopio por Leeuwenhoek.

Aunque lo mencionado anteriormente parece bastante obvio y evidente en el caso de las ciencias
fisicas, para las matemadticas la evidencia no parece tan rotunda, para hacer matemdticas siguen
siendo las herramientas fisicas esenciales, ldapiz y papel. Moreno (2002). Hoy los programas de
software educativo, y la globalizacién ofrecida por el Internet, ofrecen unas posibilidades que
a la vez representan nuevos retos a los docentes y estudiantes, y en general a las comunidades
educativas a tal punto que esto implica aspectos tan globales como repensar el curriculo.

En esta direccién los computadores, y mas especificamente, los software para matematicas es-
colares constituyen una herramienta hoy ampliamente disponible y con vastas posibilidades de
uso por parte de los maestros de matematicas para el diseno de actividades que ayuden a su-
perar dificultades en el aprendizaje y den luces sobre posibles acciones en la ensenanza. Asi el
problema del profesor de matematicas, en todos los niveles de la escolaridad, no es, si incorporar
0 no estas herramientas en el desarrollo de sus cursos, ya que esto no admite siquiera discusion,
su problema es como formase un criterio para una adecuada seleccién de la herramienta mas
apropiada para las necesidades de su contexto especifico y resolver como generar las condiciones
logisticas para su utilizacién. Balacheff (2000)

En esta propuesta aparece como herramienta mediadora, o instrumento de mediacién instru-
mental, el software de geometria dindmica Geogebra; un software libre creado especificamente
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para fines educativos en las matematicas escolares. Este programa integra la Geometria dinamica
(SGD) y los sistemas de dlgebra computacional (CAS), es decir es posible hacer construcciones
desde la geometria dindmica a la manera de programas como Cabri o Regla y Compads o generar
representaciones de objetos matematicos a partir de la ecuacién de los mismos a la manera de
derive o matlab; pero cualquiera que sea la entrada que se use para los objetos (geométrica o
analitica), éstos pueden ser sometidos a cambios a través del uso de la herramienta arrastre, y
al variar su posicién en el plano, el programa presenta simultdaneamente la variaciéon en la repre-
sentacién algebraica de los mismos; pero también es posible variar la representacién algebraica
de los objetos y visualizar el efecto en la representacién geométrica.

De otra parte, el programa cuenta con un diseno bastante amigable que funciona bajo Windows
y Linux, ofrece ademds un mend de ayuda amplio y facil de consultar, una pagina Web (ver
referencias bibliogréaficas) con informacién acerca del funcionamiento del programa, actividades
disenadas por la comunidad de educadores matemadticos y un foro en diferentes idiomas que
permite el intercambio constante con la comunidad de usuarios en diferentes partes del mundo.

Las cénicas como objeto de ensenanza

Ha sido usual, en una concepcién convencional del curriculo de matematicas hasta la propuesta
de los lineamientos curriculares, que la geometria plana aparezca como objeto de estudio hasta
el grado 9. En grado 10 aparece otra geometria notoriamente diferente de la geometria plana
para los estudiantes e incluso para muchos profesores, y los contenidos de ésta son las razones
entre lados de tridngulos, y la representaciéon de objetos geométricos a partir de la ecuacion;
esto hace que de alguna manera no haya una continuidad entre los contenidos de la geometria
plana, la trigonometria y geometria analitica. Esta ruptura se ve en reflejada en las dificultades
que experimentan los estudiantes al abordar los objetos de estudio de lo que se ha denominado
“geometria analitica” y en particular en lo referente a las conicas.

En el desarrollo del estudio de las conicas, generalmente se parte de una representacion de ellas
como las secciones transversales que aparecen al realizar cortes con un plano a un cono circular
recto; posteriormente se presentan como lugares geométricos (idea por demés nada clara para el
estudiante) a partir de unas definiciones, y se termina con una representaciéon como relaciones de
las mismas donde se plantean usualmente dos tipos de problemas: dada la ecuacion de la cénica
hallar sus lugares geométricos y por lo tanto su representacion grafica en el plano cartesiano,
y dado los lugares geométricos encontrar la expresién algebraica. (Nétese la ambivalencia de la
palabra “lugar geométrico”).

Los problemas se tornan generalmente repetitivos y cae en rutinas de sustitucién algebraica y
de manipulacién algoritmica. En un caso identificar la forma general de la ecuacién de acuerdo
con una clasificacion y sustituir en un juego de ecuaciones los elementos conocidos de la cénica
para luego desarrollar cuadrados y simplificar la expresién algebraica.

En otro tipo de ejercicios se da la ecuacion en lo que se denomina forma candnica y con procesos
de “complementacion de cuadrados’ se lleva a una forma de representacién algebraica de tipo
estandar y por comparacién se determinan los elementos constitutivos de la cénica. Este tipo de
problemas si bien son importantes se ha mostrado que no aportan a la comprensiéon misma de las
cénicas y, que por el contrario, el énfasis en el paso entre dos representaciones de tipo algebraico
sin hacer una representacién de la coénica como lugar geométrico sino tinicamente como una
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representacion geométrica, genera dificultades en la comprensién de las cénicas. Benitez (2005).

Otro aspecto relevante de este objeto de ensenanza es que el desarrollo de los ejes tematicos
de la geometria analitica y particularmente de las cénicas, se deja para ser desarrollada en las
partes finales de los cursos, con lo cual este casi nunca es abordado realmente en la secundaria.
Esta falencia en la aproximacion inicial al estudio de las conicas se ve reflejada en los primeros
semestres de todas las carreras donde el estudiante debe enfrentar un curso de precalculo, y
particularmente en los cursos de matematicas en los programas de licenciatura.

Finalmente en cuanto a las aplicaciones de las conicas a diferentes campos de la ciencia, el vacio es
aun mayor y se terminan aplicando principios que no son comprendidos como propiedades de las
cénicas. Para citar solo un caso, cuando se analizan fendmenos 6pticos en fisica y particularmente
los espejos parabdlicos (o denominados en genérico “esféricos”) se dicen cosas como:

i. un rayo que incide por el foco se refleja paralelo al eje.

ii. un rayo que incide paralelo al eje se refleja por el foco. ..

y se aplican para la determinacién y construcciéon de imagenes pero no hay una comprensién de
estas “reglas” como una propiedad del lugar geométrico que se esta estudiando.

La Propuesta

Dado que Geogebra permite generar representaciones geométricas de objetos matematicos desde
la construccién geométrica o desde la ecuacién, entonces se puede pensar en describir los lugares
geométricos de las conicas desde la construcciéon y desde la ecuacion, es decir el trabajo en la
geometria analitica basica que se hace en educacién media, en el cual hay que darle sentido a cada
uno de los elementos constitutivos de un lugar geométrico y relacionarlo con lo que significan
tanto en la representacién geométrica y en la ecuacién.

Ejemplo 1: Explorando las cénicas desde su representacién algebraica candnica.

Se utiliza la barra de entrada algebraica y se escriben las expresiones canénicas de las conicas,
los deslizadores permitiran ver el efecto que tienen los parametros de cada una de las conicas

x — h)? — k)2
kP b

por ejemplo en la elipse = 1, analizar el efecto de h, k, a, b.

Ejemplo 2: Las cénicas como lugar geométrico.

Tomemos el caso de una elipse, una definicion matemédtica, y en particular geométrica como
lugar geométrico, de la misma es:

“Una elipse es el lugar geométrico de los puntos P tales que la suma de las distancias
P a dos puntos fijos es constante. Los dos puntos fijos se llaman focos” (Allendoerfer
1978)

En esta parte de la propuesta se abordan diferentes formas de construir las cénicas y el propdsito
es explorar por que dicha construccion da cuenta de la definicién dada a la conica. Por ejemplo
a continuacion se presentan dos posibles formas de construir la elipse
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i. Primera Construccion

generado es una elipse.

1.

Se pide mostrar el protocolo de la construccién y explicar por que el lugar geométrico

Segunda construcciéon. Aqui se invierte un poco el proceso se dan los pasos de la cons-
truccién para ser realizada en geogebra asi:

= Construir un segmento AB

» Construir un punto (con punto sobre objeto) C' sobre AB

= Localizar dos puntos D y E sobre el plano tales que DE < AB

= Construir una circunferencia con radio AC' y centro D

= Construir una circunferencia con radio C'B y centro £

Una vez realizada la construccion, cuya representacién es:
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se plantea la siguiente pregunta: ;Por qué la elipse es el lugar geométrico que determinan
los dos puntos de interseccién de las circunferencias respecto al punto C'?7 .Se plantean
actividades afines con las otras conicas.

La segunda actividad puede replantearse con una variante segin las dindmicas del grupo de
estudiantes, se puede preguntar primero? ‘Cual es el lugar geométrico del punto de interseccion
de las circunferencias al desplazar el punto C'? de forma tal que antes de usar las herramientas del
programa para dar respuesta a éste interrogante, los estudiantes formulen conjeturas e hipdtesis,
discutiendo acerca de estas, y luego pueden verificar, con la herramienta traza, sus conjeturas;
y posteriormente con lugar geométrico. Se debe tener en cuenta que para el caso de los lugares
geométricos, el programa no presenta la ecuacién en la ventana de dlgebra, lo cual es una ventaja
para la continuacién de la actividad.

Ejemplo 3: Pasando de la representacion sintética a la analitica y viceversa.

En esta fase se pretende realizar el paso entre las representaciones sintética y analitica de las
conicas, particularmente se pretende abordar el problema de jcomo podemos obtener mediante
la construccién del lugar geométrico una cénica que coincida con la que se obtiene mediante la
ecuacién analitica dada, de la conica?

Aqui el estudiante debera tener claro a que proceso de construccién particular de la conica esta
haciendo referencia, pues en cada construccion sintética se ponen en juego unos elementos par-
ticulares de la conica en cuestién. Asi a manera de ejemplo para la elipse (primera construccion)
se evidencia la existencia de la medida de los semiejes y a partir de ella se genera la construccion.

Adicionalmente esta actividad implica el establezca el significado de cada uno de los términos
de esta ecuacién y otros representaciones algebraicas asociadas a las partes constitutivas de
una elipse, como la que permite establecer el valor absoluto para la abcisa u ordenada de la
coordenada de los focos, y que relacione estas con el objeto equivalente en la construccion
geométrica; y que cobre sentido la definicién como lugar geométrico.

Hache el programa, con sus dos entradas (dlgebra y geometria) le permite ir poniendo a prueba
sus hipdtesis, irlas descartando o refinando hasta encontrar una solucién al problema planteado.
Adicionalmente se pueden calcular los elementos caracteristicos de la conica y luego verificar
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con el software las hipotesis y calculos elaborados con la herramienta comando la cual per-
mite encontrar eje principal, eje secundario, asuntotas (para las hipérbolas), vértice(s), foco(s),
longitud de los semiejes.

No obstante, y entendiendo nuevamente la mediacién instrumental, se debe ser precavido en el
uso del programa ya que no es la solucién a todo, por ejemplo, un problema recurrente en el
calculo de una de las caracteristicas de la elipse y la hipérbola como lo es la excentricidad el
comando excentricidad arroja valores que no corresponden con la definicién de la misma.

A manera de ejemplo se puede solicitar que se realice la construccién para generar la elipse que
coincida con la elipse cuya ecuacién es 2 4 4y? +4x — 8y — 8 = 0. Luego de hacer el tratamiento
(x+2)?  (y—1)

16 4
b =2 (y los demés célculos correspondientes usuales).

& GeoGebra (2)

Archivo Edita Visualiza Opcionss Heramientas Ventana Ayuda

algebraico esta ecuacién se puede expresar como =1.Conlocuala =4y
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Ejemplo 4: Explorando algunas propiedades basicas de las cénicas.

En esta fase se pretende explorar algunas propiedades bésicas de las conicas en forma general, y
en particular algunas aplicaciones dentro de campos de conocimiento especificos. A continuacién
se analizard la propiedad de la recta tangente a una pardbola y de la recta normal a la misma
en un punto dado, y analizar su aplicacién en la fisica para la construccién de imagenes (como
se habia mencionado en la parte inicial de la propuesta) en espejos parabdlicos. Se aplica la ley
de la reflexién midiendo el rayo de incidencia y de reflexién con respecto a la normal como lo
estipula la ley de Snell de la reflexion.

Se analiza inicialmente un rayo que incide paralelamente al eje del espejo, el cual, segin la
teoria, debe reflejarse por el foco. Se realiza la construccién y se pide determinar el punto de
interseccion del rayo reflejado y el eje de la pardbola; con la herramienta comando se determina
el foco de la pardbola y estos puntos deben coincidir.
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[, GeoGebra - rayo paralelo.ggb

LIGUNTLE Edita Visualiza Opciones Hemramientas Ventana Ayuda
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Ahora se considera el caso de un rayo que incide por el foco, recurriendo a la misma propiedad
se verifica que el rayo reflejado debe ir paralelo al eje. El software permite que utilizando el
ment relacién entre dos elementos se verifique dicha propiedad.

=

Unos comentarios finales

El propdsito de esta propuesta es presentar una de las posibilidades de uso del software Geogebra
en la cual se trata de aprovechar al maximo la posibilidad que ofrece de representar objetos
matematicos desde la entrada de algebra y la entrada de geometria, procurando promover en
los estudiantes una actitud hacia las matematicas de indagacion , exploracién, y verificacién de
conjeturas e hipdtesis, en la cual la actividad con la geometria analitica trascienda las tareas de
asociacién de una ecuacién con determinada figura geométrica.

El paso de una representacion a otra de cualquier objeto matemdtico siempre encarnara unas
dificultades de tipo cognitivo que se pueden constituir en un obstdculo para el aprendizaje, pero
que adicionalmente comporta las dificultades para tener una aproximacién mas clara al objeto
de estudio.

El uso de una u otras actividades deben estar dentro de un contexto fundamental de investi-
gacion es decir que la aplicacion de una propuesta no esta por fuera de un contexto especifico
del aula; esto hace que las actividades deben ser repensadas y reformuladas constantemente
una vez que estan siendo sometidas a la aplicacién, fundamentalmente por que, a través de
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la indagacién por lo que el estudiante este comprendiendo del objeto de estudio, la actividad
exigird reformulaciones.

La introduccién de software educativo no debe hacerse por novedad sino respondiendo a unas
ideas bien especificas y con unos objetivos especificos. Esto implica una gran responsabilidad
pues entre otras cosas requiere un nivel bastante bueno del programa que ha de servir como
mediador, reconocer sus potencialidades pero igualmente sus limitaciones.
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