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Resumen

Las representaciones graficas son una herramienta fundamental para la expre-
sion y comunicacion de los objetos matematicos. En este capitulo resaltamos dos de
sus funciones esenciales. Una de ellas es el de las representaciones graficas como
modelos geométricos en la resolucion de problemas aritméticos y algebraicos, que
conducen a estrategias de solucion. Un segundo uso importante es el tratamiento
de los patrones mediante la representacion geométrica de los mismos, sugiriendo
que ademas de su caracter estético, su utilizacion puede aportar una interpretacion
sinestésica del objeto matematico que representan.

Palabras clave: representacion grafica, geometria, resolucion de problemas,
modelos, patrones.

Abstract

Graphic representations are a fundamental tool for the expression and com-
munication of mathematical objects. In this chapter we highlight two of its es-
sential functions. One of them is graphical representations as geometric models in
solving arithmetic and algebraic problems, leading to solution strategies. A second
important use is the treatment of patterns through the geometric representation of
them, suggesting that in addition to their aesthetic character, their use can provide a
synesthetic interpretation of the mathematical object they represent.

Keywords: graphic representation, geometry, problem solving, models, pat-
terns.



76 Enrique Castro Martinez, Elena Castro-Rodriguez

INTRODUCCION

Si algo ha caracterizado tradicionalmente a la matematica escolar ha
sido su concepcion como dos grandes bloques: el de Aritmética y el de
Geometria. El primero se ocupa del estudio de los numeros y sus relacio-
nes y el segundo de las figuras geométricas, sus caracteristicas y relaciones
entre sus elementos (Ruiz, 2001). Estos dos grandes bloques no son com-
partimentos estancos de la matematica, por el contrario, entre el nimero
y la forma se dan relaciones estrechas, de tal manera que en Geometria
los numeros se utilizan para el estudio de las formas y la Aritmética se
vale de las formas para expresar las relaciones numéricas (Ruiz, 2001).
Esta conexion es fundamental desde el punto de vista de la resolucion de
problemas.

Resolver problemas enunciados verbalmente, de caracter aritmético
y algebraico, es un aspecto clave del curriculo de Matematicas en la en-
seflanza obligatoria, y también es uno de los aspectos mas problematicos.
(Por qué esto es asi?, ;como podemos ayudar a los escolares en estas ta-
reas? (Gonzalez, Castro-Rodriguez y Castro, 2016; Ng y Lee, 2009). Tra-
dicionalmente se ha considerado que la mayor parte de los alumnos que
no llegan a resolver un problema, fracasan porque no lo entienden, porque
“no lo ven”. Por tanto, hay que empezar por eso, porque lo entienden y
porque lo ven (Charenton, 1930).

El planteamiento de los problemas matematicos en la escuela adopta
tradicionalmente una formulacion verbal y el estudiante debe traducir esta
formulacion verbal del problema a una expresion matematica de caracter
simbolico. Esta afirmacion nos traslada al papel que juegan las represen-
taciones en la resolucion de problemas. Cuando procedemos a resolver un
problema aritmético o algebraico enunciado verbalmente, lo primero que
debemos hacer es representarnoslo internamente. El que se comprenda o
no un problema depende de si esta representacion interna sea o no adecua-
da, sea completa o el resolutor produzca una representacion interna parcial
del problema. La representacion mental del problema debe contener todos
los elementos esenciales de dicho problema, incluidos los datos y las rela-
ciones entre ellos. De esta representacion interna del problema es de la que
surge la representacion externa constituida por las expresiones aritméticas
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o algebraicas del problema, cuya manipulacion nos permite obtener un
resultado.

En la literatura especializada sobre resolucion de problemas se utiliza
el término representacion para referirse a la representacion interna del pro-
blema que construye el resolutor, o bien a las formas externas de caracter
semiodtico en las que se plantea, reformula o resuelve un problema, y a las
que se denominan representaciones externas. Las representaciones exter-
nas son “notaciones simbolicas o graficas, especificas para cada nocion,
mediante las que se expresan los conceptos y procedimientos matemati-
cos, asi como sus caracteristicas y propiedades mas relevantes” (Castro y
Castro, 1997, p. 96). La importancia de las representaciones externas en el
aprendizaje de la matematica y la resolucion de problemas ha sido amplia-
mente estudiada (Cuoco y Curcio, 2001; Fernandez, 1997; Goldin, 1998;
Janvier, 1987; Martinez, Fernandez y Flores, 2011; Rico, 2009).

En el aprendizaje escolar de la matematica y en la resolucion de pro-
blemas las representaciones se han utilizado de distintos modos, uno de
ellos en propuestas tedricas del aprendizaje como facilitadores del proceso
del paso de los concreto a lo abstracto. En esta linea Radford y Grenier
(1996) presentan una via alternativa estructurada para la ensefanza del
Algebra a través de la resolucion de problemas verbales. Tomando el de-
sarrollo historico de la resolucion de problemas, proponen tres niveles de
abstraccion para resolver un problema: un nivel concreto (manipulativo),
un nivel semiconcreto (a través de dibujos) y un nivel simboélico (que co-
rresponde al lenguaje algebraico). En este enfoque los tres modos de re-
presentacion son reflejo de desarrollo cognitivo, pero actian también en
paralelo. Es decir, una vez se ha adquirido un modo, se sigue utilizando
para desarrollar el siguiente y también de modo simultdneo para comple-
mentarse. Ferndndez (1997) hace un andlisis detallado de los distintos ti-
pos de representaciones en matematicas y subraya el papel fundamental
de las representaciones graficas para la resolucion de problemas verbales
en algebra. Su aproximacion se ubica dentro de un enfoque que trata las
representaciones como sistemas isomorfos en los que cabe representar los
problemas para su resolucion de forma indistinta, restando predominancia
al sistema simbolico en favor de un sistema grafico mas intuitivo.
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EL MODELO GEOMETRICO-LINEAL

Un segundo modo de utilizacidon de las representaciones externas en
Educacion Matematica es su uso como un modelo o procedimiento para
ensefar a resolver problemas verbales en la escuela. Los métodos clasi-
cos de ensefiar a resolver problemas verbales consideraban distintas fases,
pero una constante comun en todos ellos es empezar con la comprension
del enunciado del problema verbal.

Para solucionar esta falta de comprension puede comentarse el enun-
ciado, dar una explicacion sencilla, hacer una aclaracion oportuna, o dar
vida real al problema mediante su dramatizacion, haciendo que los mismos
nifios sean los personajes de la accion que aquél supone. Pero expresar con
palabras los elementos y las relaciones que determinan un problema tiene
sus ventajas y sus limitaciones. Bajo esta forma de representacion verbal
a veces los escolares no comprenden la informacion que se les plantea en
el enunciado, no llegan a relacionar las expresiones verbales con sus refe-
rentes concretos ni con la dramatizacion ni con el comentario; entonces se
puede recurrir a la interpretacion grafica mediante modelos geométricos
de aquél; es decir, a sustituir por lineas (casi siempre rectas) los valores
numéricos. Se ha sugerido que la ayuda de representacion mediante dia-
gramas, modelos o esquemas graficos facilita una mejor comprension del
problema que la formulacion verbal (Botsmanova, 1989). Y ello porque
las representaciones graficas mediante modelos geométricos lineales per-
miten presentar las relaciones abstractas del problema en una forma mas
concreta.

Los modelos geométricos en dos dimensiones son representaciones
graficas de entes cuyos componentes estan representados mediante figu-
ras geométricas basicas tales como puntos, lineas, segmentos, poligonos y
circunferencias. Un modelo geométrico es una representacion isomorfica
del ente que representa y que esta realizada mediante trazado geométrico.
Por tanto conserva la misma estructura de relaciones que el ente represen-
tado. La recta real es un ejemplo bien conocido de modelo geométrico de
los nimeros reales. El isomorfismo existente entre los nimeros reales y la
recta geométrica real ha permitido modelizar geométricamente las opera-
ciones numéricas (y algebraicas) asi como sus propiedades mediante mo-
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delos geométricos. El ejemplo mas reciente es la propuesta en el modelo
de Singapur.

El curriculo de Singapur ha popularizado los modelos geométricos
de barras en la resolucion de problemas. En dichos modelos se emplean
rectangulos para representar graficamente la relaciones bésicas, como la
de parte-todo y la relacion de comparacion (denominan modelo aritmético
a aquel que representa una situacion en la que la incognita esta en la solu-
cion de la ecuacion y modelo algebraico en el caso en que la incognita sea
uno de los sumandos), tal como se muestra en las siguientes figuras.

Figura 1. Modelos parte-todo: A la izquierda modelo aritmético, a la derecha
modelo algebraico (Ng y Lee, 2009)

Figura 2. Modelos de comparacion: A la izquierda modelo aritmético,
a la derecha modelo algebraico (Ng y Lee, 2009)

La utilidad de estos esquemas es facilitar la comprension de la es-
tructura de relaciones que mantienen las cantidades en el problema. Con
este enfoque se recupera parte de una tradicion metodoldgica que trataba
de presentar la resolucion de problemas aritméticos y algebraicos como
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una conjuncion entre contexto real, modelo grafico y solucion, todo ello
ejemplificado con un problema modelo. La figura 3 muestra un ejemplo
empleando un problema de cambio. Se muestra un problema real al que va
asociado el problema modelo y a continuacion el modelo grafico (geomé-
trico-lineal) y la solucion.

MET AR

LBARLLA

PROBLEMA MODELO

Ocho corredores toman parte en una carreta, pero caen 3 y
quedan tendidos. ;Cudntos siguen en la carrera?

GRAFICO SOLUCION

Corredores: 8 ,
L 1 Numero de corredores: 8

I
Corredores que caen: 3

[ Caen: 3 } Siguen: 8-3=5 | Corredores que siguen: 5

Figura 3. Situacion real asociada al problema modelo, modelo grafico y solu-
cion (Adaptado de la Aritmética de Luis Vives, 1949).

En esta propuesta el modelo grafico actia en paralelo con el modelo
simbolico, su aplicacion se situa en la fase que Polya (1945) denomina
comprension del problema. El profesor Fernandez propone una propuesta
en la que ademas la estrategia surja y se realice sobre la representacion
grafica.

El modelo geométrico como estrategia

El profesor Fernandez ha propugnado el modelo geométrico como una
estrategia para la resolucion de problemas algebraicos, lo que ha denomi-
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nado el modelo geométrico lineal. En este enfoque se va un poco mas alla
de solucionar la comprension del problema pues con €l se pretende obte-
ner la solucion de manera geométrica. Es decir, en el modelo geométrico
lineal se utilizan los modelos geométricos como estrategia predominante
de resolucion frente a estrategias de caracter simbolico.

El modelo en cuestion se basa en la utilizacion de segmentos linea-
les para representar las cantidades de magnitudes (tanto conocidas como
desconocidas) y sus relaciones. Este modelo tiene la ventaja de permitir
representar variables discretas y continuas y ser de facil manipulacion.

Enmarcado en un sistema de representacion grafico, y tomando en
cuenta el fundamento de dicho modelo, el profesor Fernandez y colabora-
dores definen el modelo geométrico lineal en los siguientes términos:

Método geométrico lineal: consideraremos que se utiliza este méto-
do, en la resolucion de problemas algebraicos, cuando se establecen, a
través de segmentos de recta, las relaciones lineales entre los datos y las
incognitas contenidas en el enunciado del problema mediante segmentos
de recta, en donde las incognitas estan representadas por trazos o partes de
esos segmentos. Es decir, se representa una (o mas) cantidad desconocida
utilizando un segmento cualquiera y, posteriormente, se describen grafica-
mente las relaciones contenidas en el enunciado a partir de dicho segmento
y mediante la definicion de la unidad (explicita o implicitamente) usando
un segmento determinado, de manera tal que se puedan representar canti-
dades conocidas (datos). La resolucion del problema pasa por determinar
la longitud del segmento que representa a la cantidad desconocida. (Mar-
tinez, Fernandez y Flores (2009)).

Veamos un ejemplo de solucion de un problema empleando una estra-
tegia geométrico-lineal. Para ello, empleamos un problema que podemos
identificar como un problema algebraico.

Problema. Un agricultor tiene dos veces tantos patos como pollos.
Después de que el agricultor ha vendido 413 patos y 19 pollos murieron,
tiene la mitad de patos que de pollos. ;Cuantos patos tiene ahora?

Usualmente en el ambito escolar el profesor espera que el estudiante
plantee algebraicamente el problema y lo resuelva siguiendo los preceptos
algebraicos. Sintéticamente:
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Tabla 1. Sintesis del problema.

Patos Pollos
Antes 2X X
Después 2x 413 x-19

2(2x-413)=x-19, 4x-826=x- 19,

Por tanto 3x =807, x=125

Pero por diversas razones se puede optar por una estrategia geométri-
co lineal como la, que se muestra en la figura 4, bien como estrategia en si
misma o como forma de comprender la estrategia algebraica.

Antes

Patos | | | | | |
Pollos | | |

i

! Después !
Patos | | 413 |
Pollos |__| [ 1]

& Patos que quedan
Por lo tanto | | + | | + | |
+[w]+[19]=] 413 |

Figura 4. Estrategia geométrico lineal

La estratégica grafica consta de dos partes. En la primera se mues-
tra las relaciones entre las cantidades de patos y pollos antes y después
de efectuada la venta. De esa primera parte se deduce una configuracion
visual facilmente resoluble aritméticamente o bien traducible a una expre-
sion algebraica.
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EL MODELO GEOMETRICO COMO PATRON

En su reflexion sobre qué es la matematica, Devlin (1998) afirma que
muchas personas consideran de forma trasnochada que la matematica es
la ciencia de los nimeros. Para ¢l esta vision seria exacta hace dos mil
quinientos afios pero hoy dia seria mas adecuado decir que la matematica
es la ciencia de los patrones y que diferentes tipos de patrones dan lugar a
diferentes ramas de la matematica (Devlin, 1998).

La primera caracterizacion de la matematica como el estudio de los
patrones parece haber sido hecha por el matematico britanico, G. H. Har-
dy, que en su libro “La apologia de un matematico” escribi6é “Un mate-
matico, como un pintor o un poeta, es un fabricante de patrones. Si sus
patrones son mas perdurables que las de ellos, es porque estan hechos con
ideas” (Hardy, 1992, p. 84).

Hardy puede o no haber sido el primero en usar la metafora de los
patrones para describir el corazoén de las matematicas, pero ciertamente
no fue el Gltimo. La declaracion més conocida y citada a este respecto es
la de Lynne Steen, quien se refiri6 a las matematicas como la ciencia de
los patrones (Steen, 1988). Desde entonces, la metafora se ha vuelto casi
un lugar comun. Lo encontramos en documentos clave en la educacion
matematica, tales como los Principios y Estandares (NCTM, 2000), en li-
bros como el de K. Devlins Mathematics: The Science of Patterns (Devlin,
1994) y en el aula.

Que sea comun llamar a las matematicas la ciencia de los patrones es
probablemente una sefial de que hay algo correcto al respecto. Pero, ;qué
significa? Ciertamente, los patrones son a menudo el tema explicito de las
matematicas, a veces incluso en el sentido perfectamente ordinario de la
palabra, como en el estudio de las simetrias en frisos, mosaicos y tesela-
ciones. Por supuesto, puede afirmarse que el estudio de la simetria com-
prende una mayor parte de las matematicas que podria parecer a primera
vista, pero dudamos al decir que esta es la razoén por la que es correcto
llamar a las matematicas, en general, la ciencia de los patrones.

(Por qué el término patron parece tan adecuado para describir la ma-
tematica? Sin duda porque tiene connotaciones que aluden al orden, la
regularidad y la legitimidad. Por otra parte, asi como el patron, digamos,
de una camisa no es la tela, sino el disefo, el esquema o la idea de una
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camisa, el término patrén subraya el hecho de que, como indica Resnik,
en matematicas el objeto primario no son los objetos matematicos indivi-
duales, sino las estructuras en que estan dispuestos (Resnik, 1999, p. 201).

Desde este punto de vista de la matematica como la ciencia de los
patrones, en el ambito de los sistemas educativos y en las propuestas curri-
culares, los patrones se consideran de manera mas local, como un aspecto
importante de la matematica en la que hay que educar a los estudiantes
desde los primeros niveles educativos (Castro-Rodriguez y Castro, 2016;
NCTM, 2000; Ruiz, 2001). Trabajar los patrones en el aula requiere con-
siderar y explicitar caracteristicas adicionales de los patrones a lo ya ex-
plicitado por Resnik de que conforman una estructura. Ruiz (2001) sefala
que la idea de patron esta ligada a procesos de repeticion y regularidad,
y su finalidad es la generalizacion. Esta idea conecta con el hecho de la
busqueda de un patron como una estrategia de resolucion de problemas,
pero no es lo unico que se puede hacer en el aula, también es importante
la construccion de patrones a partir de su nucleo basico. La repeticion de
este nucleo basico de manera constante o repitiéndolo de tal manera que
se amplia en cada paso el nucleo basico da lugar a dos tipos de estructuras
en los patrones: patrones de repeticion y de desarrollo.

El estudio de los patrones a nivel escolar puede ser abordado repre-
sentandolos grafica o numéricamente, de forma separada o empleando las
dos representaciones. Aun cuando se pueda abordar el patron s6lo numé-
ricamente, la representacion grafica del mismo aporta su visualizacion es-
pacial que en ocasiones conlleva formas con una estructura armoniosa, lo
que faculta su aplicabilidad en situaciones practicas.

Para Devlin (1998) la geometria estudia los patrones en las formas.
Los modelos geométricos pueden aparecer como el nicleo de un patron de
repeticion o un patron de desarrollo en formas mas complejas.

Un trabajo interesante al respecto realiza Ruiz (2001), en “Numeros y
formas” en el que estudia la relacion entre patrones numéricos y geométri-
cos. En €l se resalta “la importancia de investigar y la creacion de modelos
para establecer relaciones, tanto entre aspectos aritméticos y geométricos,
como entre las matematicas y situaciones del mundo real” (p. 449). El
profesor Ruiz, destaca el papel importante que juegan las calculadoras gra-
ficas y los ordenadores para visualizar los patrones y establecer conexio-
nes. Una de sus aportaciones mas originales es la busqueda de patrones
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en tablas numéricas, por ejemplo numeros poligonales en las tablas de
multiplicar, en la tabla del 100, en el triAngulo de Pascal, etc.

La representacion geométrica nos hace mas inteligibles los patrones
y los entes matematicos en general, y concebir y sentir su relacién con
la naturaleza y las artes desde un angulo propio, de caracter visual, que
nos hace concebir la matematica de forma mas atractiva que la represen-
tacion simbodlica de tipo numérica o algebraica. Si bien la representacion
simbodlica es mas potente y generalizable para la resolucion de problemas,
la representacion geométrica ofrece una forma mas “amigable” de las es-
tructuras matematicas, una forma de sentir mas accesible, que imbuye en
las personas unas capacidades sinestésicas de interpretacion que enrique-
cen la inteligibilidad y aplicabilidad de las ideas matemadticas. Trabajar
los modelos y patrones favorece la capacidad de resolucion de problemas
e incrementa la capacidad de comprender e interpretar el mundo desde
el punto de vista matematico. No nos sorprende pues, que en determina-
dos ambitos profesionales como el de los sumilleres, se adopten términos
geométricos para caracterizar metaforicamente las cualidades de los vinos
(véase tabla 2).

Tabla 2. La geometria del vino

Vino en el cual domina la aspereza/astringencia por
Agudo o anguloso : ..
exceso de tanino o tanino inmaduro
Aspero Vino demasiado tanico
Duro Vinos con mucho tanino, a veces producto de la
juventud del vino
Firme De buen tanino
Flexible Redondo, suave
Hueco Vino con buen sabor inicial y final, pero con falta de
tonos entre uno y otro
Largo Caracteristica positiva de un vino que su sabor perdura
Plano Sin frescura ni acido
Redondo Sin extremos duros, listo para beber
s Lleno de sustancias, habitualmente vinos con mucho
Soélido
cuerpo
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Desconocemos si la geometria del vino ha avanzado mas alla de este
primer paso en el que aplican términos geométricos de manera aislada
para expresar las cualidades de los vinos. Pero el dia que los sumillers y
endlogos sean capaces de utilizarlos para construir patrones geométricos
con los que expresar las cualidades de un vino, habran encontrado un gran
filon para construir y describir los vinos.
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